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Tous  (lioils  (le  Iraduiiinii,  de  rcprodiicLinn  el  rl'.i(hi[il;ii  ion  réscixi-i 
|)i)ui'  lous  |).i\  s. 


PREFACE. 


l'^ii  r('(oiiiiii('ii(_'aiil  SCS  travaux  iiilcriomims  pendant  la 
oucric  mondiale,  et  désirant  donner  j)lus  de  publieité  à  ses 
travaux  en  langue  serbe,  l'Académie  royale  de  Serbie  a 
décidé  de  publier  les  résumés  des  travaux  scientifiques 
parus  dans  ses  l'ecueils  ou  sous  ses  auspices.  Ces  résumés 
seront  publiés  en  une  langue  plus  accessiijle  aux  savants 
que  ne  sont  les  langues  slaves. 

Dans  les  cas  où  l'ensemble  des  travaux  dun  auteur  pié- 
sente  un  intérêt  particulier  et  représente  une  unité  dont  il 
convient  de  ne  pas  détacher  les  parties  publiées  dans  d'autres 
recueils  scientifiques  que  les  siens,  l'Académie  a  décidé  <\i' 
pul)lier  un  résumé  de  cet  ensemble,  afin  de  donner  une  image 
complète  de  l'œuvre  accomplie  par  Fauteur. 

En  faisant  publier,  conformément  à  la  décision  ci-dessus, 
l'ajierçu  présent  sur  l'ensemble  de  travaux  de  M.  Michel 
Petrovitch,  membre  de  l'Académie  royale  depuis  l'année 
igoo,  l'Académie  croit  remplir  une  tâche  utile  et  s'acquitter 
d'un  devoir  agréable. 

Le  cham})  d'activité  scientifique  de  -\t.  Petrovitch  est  très 
étendu  et  offre  dans  son  ensemble  une  orande  diversité, 
quoique  dénotant  une  unité  de  vues,  d'idées  et  de  méthodes 
d'investigation.  Dans  des  domaines  variés  de  l'Algèbre,  de 
l'Arithmétique,  du  Calcul  intégral,  de  la  théorie  générale 
des  fonctions,  de  la  théorie  des  équations  différentielles  et 
de  la  Phénoménologie  générale,  M.  Petrovitch  a  imaginé  des 
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iiK'l  litidcs  (Ui^iiijilcs  «|iii  I  (iiil  ((iiiduil  .iiix  rrsullals  cxiiusrs 
(hiiis  (li\ erses  |ml)li(';il  loiis  acadciUKjiifs.  l'ccucils  scicnl  i  rn|ii('S 
t|  (iii\ia<^('s  s|)rci;ni\.  I)aus  (li\<'rs  iduMèiucs  de  (réu  iiicl  t  le. 
.\lé(aiii(|u»'.  Pliysi(|ii('  iiiallirmal  i(|iit'  d  la  (diiiiilr  malli»'- 
mali(|in'.  il  a  |M»sé  cl  lésolu  des  |)r()l)lèiii('s  iu»ii\  eaux, 
iiil  iddiiil  des  iidlidiis  cl  des  idées  iioiivollos,  <'l  luuiiii  des 
cuiit  rihiit  loiis  ini|»nrlaiilcs.  n'-sii tuées  cl  analysées  au  cours 
de   1  apei'yu   pi'éseiil. 

l/œuvre  principale  de  M.  Pclni\  ilcii  cuiisislc  eu  un 
ensemble  de  travaux  : 

1^  Créant  !a  Méthode  ,s[)cclralt'  en  Aigèl)re.  Arilhniét l([uc, 
Caleul  intégral  et  la  Théorie  des  fonctions; 

2°  Introduisant  dans  lAnalysc  mathématique  et  étudiant 
des  transcendantes  nouvelles  ulilisables  comme  instrument 
de  calcul  ou  éléments  de  com])araison  dans  des  problèmes 
d'ordre   général: 

3*^  Etablissant  une  méthode  d'étude  directe  des  équations 
différentielles  à  1  aide  de  ligures  géométriques  convenal)le- 
ment  rattachées  à  Téquation.  ainsi  que  des  procédés  d'étude 
directe  de  leurs  intégrales  d'une  nature  analytique  déter- 
minée ; 

4°  Fournissant  des  procédés  nouveaux  de  délimitation 
(d'encadrement)  des  inconnues,  réelles  ou  imaginaires,  définies 
par  des  équations  en  termes  (inis  ou  din'érentielles.  condui- 
sant à  des  résultats  intéressants,  suri  oui  dans  les  cas  très 
fréquents  où  la  résolu  lion  ou  liulégraliou  des  équations 
définissant  les  inconnues  est  impossible; 

5°  l^osant  les  bases  d'une  Phénoménologie  générale  fondée 
sur  un  mode  particuliei-  d'interprétation  des  analogies  exis- 
Jaiil  enli'c  les  phénomènes  disparates. 

I.a  caractéristique  des  pr(»cédés  d'investigati(ui  (b- 
.M.  Petroxilch  consiste  esseul  lellciueul  eu  aililices  de  calcul 
ou  d'analyse  c(jnduisant  rapidenienl  à  la  solution  du  pro- 
blème posé,  et  en  rapprochements  inattendus  de  faits  dis- 


paialrs,  Uiisaiil  jaillir  des  srrilcs  iKtiiscllrs,  des  |»io((''i|(''s 
inédils  (tn  d'explications  do  lails  mal  «'xpliqués. 

Ainsi,   dans   s<'S    picnncrs    lia\aiix  liaxaiix   d'élève   de 

lEcole  .Normale  supéiieiire  à  l^aris,  1894  —  ia  considéralion 
de  eertaiiies  fitrures  ^géométriques  simples  rattachées  à  l'équa- 
lioii  dillereiitielle  considérée,  lé  conduit  à  des  théorèmes  <^éné- 
raux  sur  les  diverses  particularités  des  intégrales  de  ces 
équations,  sur  leurs  intégrales  premières  relatives  aux  inté- 
grales d'une  nature  analytique  déterminée  (uniformes, 
méromorj)hes,  entières,  rationnelles,  sim)>lement  ou  douhlc- 
meiil    péril idi(jues),  sur  leurs  intégrales  singulières,  etc. 

En  faisant  intervenir,  dans  la  théorie  des  équations  diiïé- 
rentielles,  le  théorème  classique  de  M.  Picard  sur  les  zéros 
des  fonctions  uniformes,  auquel  se  présente  ainsi  un  vaste 
champ  d'applications,  il  établit  ses  théorèmes  sur  le  nombre 
d'intégrales  uniformes  des  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre. 

Un  raisonnement  géométrique  des  plus  élémentaires  le 
conduit  à  découvrir  une  classe  étendue  de  transcendantes 
nouvelles,  holomorphes  dans  lout  le  plan  de  la  variable  indé- 
pendante, ayant  (ainsi  que  leurs  réduites  d'un  ordre  quel- 
conque) tous  leurs  zéros  réels,  et  à  en  étudier  les  propriétés 
analytiques.  Le  même  raisonnement  l'amène  à  ia  découverte 
de  la  transcendante  remarquable  formant,  dans  l'espace 
fonctionnel,  une  sorte  de  frontière  entre  le  champ  de  lonc- 
tions  appartenant  à  cette  classe  de  transcendantes,  et  le 
reste  de  fonctions. 

Les  théorèmes  communs  de  la  moyenne,  ne  fournissant 
généralement  ([ue  des  résultats  imprécis  ou  des  laits  de 
nature  qualitative,  lui  révèlent  une  classe  de  transcendantes 
généralisant  les  fonctions  exponentielles  et  trigonomé- 
triques,  à  propriétés  analogues  à  celles  de  ces  fonctions  et 
dont  il  montre  le  mode  (rinterveni  ion  dans  dixcrs  problèmes 
d'Analyse  et  d'Arithmétique. 

Une  double  inégalité  algébrique  nouvelle  le  coiuluil  à  un 


|»r<K-(''(l«''  or  M»'' la  I  tic  di'-lmiila  I  khi  des  iiicoiiiiiics  dans  des  pro- 
l)Irni('S  de  hmtcs  les  Itia  m  Iles  de  Ma  I  liciiia  I  i(|iics  puics  cl 
appliquées. 

]\n  laisaiil  t  raiisjXH'tcr  la  nolioii  purcniciil  pliNsiipic  du 
spcctif  et  dos  piotétlés  spccti'aux  du  tlouiaiuc  de  la  IMiysicpic 
<l  de  la  Chimie  dans  eelui  des  Mathématiques  ])ures,  il  édilic 
sou  œuvre  la  |>Ius  originale  :  sa  ihéoiic  des  spcclics  uuuié- 
ri(|ues  et  erée  la  Méthode  sj)eetrale  de  calcul,  si  souple  et  si 
léconde  en  applications,  dont  il  lait  ressortir  d'une  manière 
Irappante  les  curieuses  analogies  avec  TAnalyse  spectrale 
en  Chimie  ('). 

Le  rapprochement  de  phénomènes  disparates  ne  paraissant 
avoir  entre  eux  aucun  ra]qiort  concret,  mais  ]irésentant  en 
«■ommun  certaines  |)articularités  caractérisli([ucs  de  leurs 
mécanismes,  suggèir  à  .M.  Pclrovilch  Tidée  d'une  Phéno- 
ménologie générale  dont  il  pose  les  bases  et  trace  la  voie 
|)our  son  édification.  Linstrument  analyti(pie  fourni  ]mr  ses 
procédés  d'étude  qualitative  de  problèmes,  pour  laquelle 
-M.  Petrovitch  a  toujours  eu  une  prédilection  marquée,  lui 
sei't  d  aide  puissaiil  dans  des  problèmes  inaccessibles  aux 
procédés  de  calcul  rigoureux  et  appartenant  à  toutes  les 
l)i'anches  de  sciences.  C'est  ainsi  qu'il  donne  des  solutions 
(fualitatives  et  des  explications  jjhénoménologiques  d'une 
Itiulc  de  |n(d)lèmes  de  Physique,  Chimie.  Physiologie,  ainsi 
(pie  de  Psychologie,  Économie  politique,  Sociologie,  Méde- 
cine où  l'instrument  ])récis  d'investigations  quantitatives, 
|)ar  suite  du  manque  de  données,  reste  ccuuplèlemeut  inel- 
licace. 

L  Académie  royale  m'a  l'ait  l'honneur  de  me  demandei- 
de  présenter  au  |)ublic  scieiilili([ue  l'exposé  suixaut  de  tra- 
vaux de  M.  1^/trovilch  pour  lequel  lui-même  a  été  jnié  de 


(')  \'oii  la  l'rélaci'  <lc  M.  li.  IJonI  aux  Six'ches  iiuinviiqufs  «1  1  analyse  de 
rcl  (liivrago  par  yi.  Maurice  dOca'.'nc  [Revue  'générale  des  Sciences  pures  et 
ii[>[>lifjnées.  numéro  du   i  "i  novemlire  i<.(io). 


l.()iiTiiir  les  ni.'ih'iiaux.  \\i\  le  l;iis;iiit.  je  iir  (iic  «lissiiniilc 
guère  les  dillicultés  de  la  tâche  que  j'assume.  Si,  toutefois, 
cette  esquisse  pdiixait  lanc  icssori  ir,  ne  lùt-ce  que  super- 
fieielleînent,  la  tiaee  (fue  lieuvre  de  mon  collègue  et  ami 
laisse  dans  la  Science,  je  considérerais  cette  tâche  conmic; 
largement  remplie.  Du  reste,  M.  Petrovitch  étant  en  pleine 
l'oicc  (le  I  i:i\  ail.  il  sr  peu  I  cl  je  jic  puis  ({ue  le  souhaiter  — 
([uc  l'image  ici  louinie  de  son  activité  scicul  i  Tupic  se  trouve 
dans   nu   ])roche  a\'enir  liés   incomplète. 

M.    M I  [.ANKovrrcH. 

lîfltrntdc.  11-  iri  IV-vriir  uyJl. 
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rHAVA[IX  M  M.  M.  l'ETUOVITCU 

PI  HIJKS  DE   l.SOi  A   l'Jil 


I.  Sur  /f'.v  (■>iiialions  dijiéreiilielles  du  premier  ordre  et  du  Retire  zéro  tConifdc- 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences;  Paris,  i8y  Jl. 

"2.   Sur  les  zéros  et  les  infinis  des  intégrales  des  équations  différentielles  aly.éhriqiu'^ 
(Thèse  de  Doctorat  :  Paris.  1891;  (iauthicr-Villars). 

;{.   Sur  les  valeurs  asijmiituliqnes  des  intégrales  des  équations   différentielles  du 
premier  ordre  \  Glas  srpshe  Kraljevske  Akademije.  t.  L,  1895;  en  serbe). 

•i.  Sommation   des  séries  à   l'aide  des  intégrales  définies   [Comptes  rendus  d>- 
l'Académie  des  Sciences;  Paris,   iSgS). 

'.}.    L  n  prohll-me  sur  les  séries  {Xonvelles  Anncdes  de  Mathématiques.  1895). 

{).  Remarques  cdgéljriques  sur  les  jonctions  définies  par  les  équations  différentielle.^, 
(dgrbriques  du  premier  ordre  [liulletin  de  la  Société  mathématique  de  France:  Paris. 

189G). 

7.   Sur  les  fonctions  symétriques  et  périodiques  des  diverses  déterminations  d'une 
fouition  algébrique  [liulletin  des  Sciences  mathématiques  ;  Paris.  1896). 

S.   Sur  l'équation  différentielle  de  Riccati  et  ses  applications  chimiques  {Silzungs- 
berichte  der  Kônigl.  bohmischen  Gesellschaft  der  ^Vissenschaften ;  Prag,  1896). 

M.  Remarques  sur  les  équations  de  la  Dynamique  et  sur  le  mouvement  tautochrone 
(American  Journal  of  Mathematics,  vol.  XVIII;  Baltimore,  -1896). 

1((.   Sur  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  [Comptes  rendus  de  l  Aca- 
itémic  des  Sciences;  Paris,  1896). 

II.  Méthodes  de  transformation  des  séries  en   intégrales  définies   \Glas  srpshe 
Kraljevske  Akademije;  Belgrade,  1896;  en  serbe). 

h2.   Sur  l'équation   différentielle  binôme  du  premier  ordre   [Comptes  rendus  de 
l  Académie  des  Sciences;  Paris,   189G). 

1'i;tR(>viti;ii  l 


l."{.  Sur  Iti  iléioniiiosition  des  intégrales  dé  finies  en  rlrmciils  xiiuiiles  (omfites 
rendtis  de  l'Académie  des  Sciences;  Paris.  i8«)()). 

I  i.   .l/«7(i*  .'<iir  lu  (iéonictrie  des  masses  i.Wishn-nll,  :  l'H-lfiriulc.   iSi|('):  en  serbe). 

lo.  Siw  les  résidus  des  fondions  définies  jnir  les  ét/iialions  (liljéienliclles  du 
premier  ordre  {^îalhe^nali.sclle  A nnalen  :  Loip/.U^.   1S96). 

11).  Sur  l'équation  différentielle  linéaire  du  srrond  ordre  \IiuUetiii  </<  la  Société 
mathématique  de  France;  Paris,  i<S<(7|. 

17.  Sur  1(1  ni/uainique  des  rémliotis  chimiques  homogènes  (u-e<  dé<^agenu'nl  ou 
absorption  de  chaleur  {Comptes  rendus  de  l' Ac<uléiiiie  des  Science-^ :  Paris.   1897). 

18.  Contribution  à  la  théorie  des  solutions  sini-ulières  des  équation-  différenlielles 
du  premier  ordre  \Mathematische  Annalen  ;  Leipzig,  iSyti). 

19.  Sur  certaines  courbes  caractéristiques  rattachées  aus  équation-  différentielles 
du  premier  ordre  {Glas  srpske  Kraljevske  Akademije.  l.  1.111:  Hciirradc.  i!^>J7;  «'ii 
serbe). 

î20.  Quelques  formules  générales  relatives  au  calcul  des  intégrale-  définie.-  [Hendi- 
conli  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  1 897) 

^1.  Sur  une  classe  d  équations  différentielles  du  second  ordre  1  (Un-  srpshe  hral- 
jei'slic  Akademije.  1.  LUI:  lîiijrrade.  i!S<)7:  en  serl)e). 

''li.  Sur  la  décharge  des  conducteurs  à  capacité,  résistance  et  ( oifficient  de  self- 
induction  \'ariables  {Comptes  rendus  de  l  Académie  des  Sciences;  Paris.  TS1J7). 

"l'i.  Sur  un  procédé  d  intégration  graphique  des  équations  différcii/irlles  (  Dniptes 
rendus  de  l  Académie  des  Sciences;  Paris,  1897). 

"24.  Sur  les  résidus  des  fonctions  définies  par  les  équations  différmlielles  d'ordre 
supérieur  (Sitzungsherichte  der  Konigl.  bohmi'-chein  Ce.-fUsrhajl  ilcr  \\  i-sfiischaflen  ; 
Prag,  1898). 

^"j.    Intégration  hydraulique  [Tehnicki  list;   Belgrade.    1898). 

^6.  Sur  un  système  des  coordonnées  semi-cun'ilignes  {Silzung-herit hfe  der 
Konigl.  blihmischen  Cesellschafl  der  Wissenschaflen  ;  Prag.  I89^<l. 

^7.  Aperçu  sur  la  nature  des  transcendantes  définies  par  les  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  contenant  des  paramétres  variables  (liad  j a goslovertske 
Akademije  znanosli  i  umjetnosti ;  Zagreb.   1S9S;  en  eroate). 

'iH.  Sur  l'intégration  hydraulique  de.s  équations  différenlielles  Ainfrictin  .tournai 
of  .Mathematics  ;  Baltimore.  |Si(S|. 

''îii.  Sur  une  propriété  des  équaluins  différent  telle.-  inlégrablr-  n  I  anle  îles  fonc- 
tions méromorphes  doublement  périodiques    .\cla  nuilheinittica ;  SIitIvIioIiii.   i8<)8). 


'.]{).  ()s)-illaliuit.s  électriques  linns  la  (técharf^e  des  cunilensatetn-i  ',lii^  \i[isihi- 
l\i(iljei'sl:e  Akndeniijc :  Hc'li;rjulc,   l^<J^;  '"'i  s'Tbcj. 

ol.  (  Diiliibittums  II  la  Cinétique  rliiinique  idla.s  \iftskf  A/yW/Vi-nAv  .\kiiiitiiiiji-  : 
15<-l<rrji.l.-.   i.S<)S:  i-n  scriic). 

3'2.  ll.itensioii  du  Ihéurème  de  la  iiiot/eiiiie  aiu  équatiun.s  di/Jéieultelle.^  du  fni- 
niier  ordre  [Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences;  Paris,  miniéro  du  17  avril 
I  «()(,). 

'•i'i.  'riiéuniiie  sur  le  nombre  de  racines  d'une  équation  al'^éhtique  comprises  à 
l'inférieur  d'une  circonférence  donnée  (Comptes  rendus  de  l' AcadAiiie  des  Sciences; 
Paris,  numéro  du  i*'>  ui-luhrf-  i>*«(<|i. 

3i.  >(/;•  /('  nombre  de  racines  d  une  équation  al'^ébrique  comprises  à  l  intérieur 
d'une  circonférence  donnée  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences;  Paris, 
numéro  (lu  :>'  uovinilirc  i!S<jy). 

;io.  Inlé<iralion  'graphique  de  certains  tijpes  il  équations  différentielles  dit  premier 
ordre  1  liiillelin  de  la  Société  mnlhéinatique  de  France  ;  Paris.  iHyçi). 

•iii.  Appareil  à  liquide  pour  l iiilé^ratiou  graphique  de  mlaiiis  tijpes  d'équations 
différentielles   [American  Journal  af  Mulliematics.   vol.   XX  il:   lîaltimor*-.    I>^<j<j). 

37.  Sur  l'expression  du  terme  'général  des  séries  de  Taijlor  représentant  des  com- 
binaisons rationnelles  de  la  fonction  exponentielle  iRendiconti  del  Circolo  inate- 
matico  di  Palermo.  1.  Xl\'.  1899). 

38.  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  du  premier  ordre  [liendiconti  del 
Circolo  matematico  di  Palermo.  t.  XIV.  1899). 

39.  Théorie  de  la  décharge  des  conducteurs  à  capacité,  résistance  et  coefficient  de 
self-induction  i-ariahles  (Eclairage  électrique,  numéros  des  22  avril  et  i  !  mai  J899; 
Paris  |. 

i(l.  Théorie  mathématique  de  iacti^'ité  des  causes  iCJlas  srpske  Kraljevske  -lAa- 
demije.  I.  L\  III;  Belgrade,  1899;  en  serbe). 

il.  Sur  une  manière  d  étendre  le  théorème  de  la  moijenne  aux  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  [Mathcmatische  .{nnalen,  IJaiid  5-4;  Leipzig.  iSi(<(  . 

■4'2.  Transformations  transcendantes  des  équations  algébriques  [Rad  jir^o.slo- 
venske  Akadeniije  znanosti  i  umjetnosti.  l.  1-43:  Zagreb,  1900;  en  eroate). 

43.  L'n  problème  de  la  théorie  des  fonctions  à  deux  <.'ariahles  indépendantes 
i  liad  jugoslov.  Acad.  znanosti  i  umjetnosti.  L.   143:  Zagreb.  1900J. 

■44.  Les  analogies  mathématiques  et  la  Philosophie  naturelle  iRes-'ue  générale  des 
Sciences  pures  et  appliquées,  t.  XII,  i  3  juillet   Mjor  :  Paris|. 

45.  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  du  premier  ordre  [Silzungsherichte 
der  Kiinigl.  bnhmischen  Gcsellschafl  dcr  \\  issenschajten  :  Prag,  1901). 


—  \  - 

•iO.  Coniribultun  l'i  lu  tln'tnie  ilrs  srries  {CHas  sipshr   hrul/.   Alidd..   l.    l.XIII: 
IJolpradc:  on  sorho). 

\1 .    lii'jirrsciitdiion  des  faiirlidiis  jxir  les  intéiiritles  dé/inie.s   ,(il(is  srpsiir  Knilj. 
Ahiil..  I.   l.XIII:  li.lLMa.lr;  ci,  sn-ho). 

IS.    l'onchon.s  re]>iéseiilées  inir  les  intéiirdles  définies  {(Uns  srjisLe  Kritlj.  .\hnil., 
t.  LXV;  Ik'lirradc:  en  sorbe). 

i'.l.    lieniarqiies  sur  les  inléi'rdles  des  éffmilittiis  di/Jéreiitielles  du  preinier  ordre 
{(ilas  srpslw  An///.  .1/,y/./..  (.  I,X\II:  Hrluia.lc  :  .11  snix-). 

oO.   Influence  des  données  inexactes  sur  les  résultais  des  analyses  rliiniiques  qnan- 
tatii'es  {Glas  srpske  Kralj.  Akad.,  t.  LXVIT:  Hcl^rado;  en  sorhc). 

.^11.  Remarques  sur  les  zéros  des  séries  de  Tuijlor  {liuUelin  de  la  Soriélé  nuilliéimi- 
tique  de  France,  t.  XXI\";  l'aiis,  1902). 

ly'i.    Généralisation  de  certaines  formules  de  Slielljes  (Fiendicoiill  der  (  ircido  mate- 
mat  ico  di  Palermo.  I.  X\'ll.   ii)()î). 

•ùi.  Remarque  sur  les  zéros  des  fondions  entières  (Bulletin  de  la  Société  nuitliéma- 
tique  de  France,  t.  XXXI T;  Paris,  190^). 

.')i.   Sur  les  fonctions  rejirésentées  par   une  classe  étendue  d  intéiirales  définies 
{Bulletin  delà  Société  malliéniitlique  de  France,  t.  XXXII  ;  Paris,  KjCl). 

.").').   Essai   d'une   Mécanique   générale   des   causes    {Glas   srpsl;e   Kiidj.    Akad.. 
t.  LXIX;  liflirrade.  I»)n5:  en  serbo). 

."»(>.   La  Mécanique  des  piiénomènes  fondée  sur  les  unalouies  1  Paris.  Kjo")  :  (  iaii  I  liiii  - 
Villars:  paru  comme  T.  XXVII  de  Scientiaj. 

M.    Fquations  algébriques   à    racines   imaginaires    {Glus    srpske   Kralj. Actul.. 
I.  LXXI;  Belgrade.  l«Jo6;  en  serlxM. 

;J8.  Remarques  sur  une  clas.se  de  courbes  gauches   {Glas  srpske  Kndj.   Akad., 
t.  LXXI;  Belgrade.  1906;  en  serbe). 

î)9.  Distribution  des  racines  d'une  classe  générale  d'équations  algébriques  {Glas 
srpske  Kralj.  Akad..  1.  LXXI;  Belgrade,  190C);  en  serbe). 

GO.   .S'*(/-  une  classe  de  séries  entières  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  .Sciences ; 
Paris,  l.  14:3,  190G). 

(il.   .S'»;-  certaines  transcendantes  entières   [Hidlelin  de  lu   Su(i'''lé  nutlliémaliqne 
fie  France,  t.  X.XXI\':  Paris,  i'.)ftG). 

C}'2.   .\pplication  directe  des  intégrales  définies  réelles  aur  équations  algébrique 
et   transcendantes   {Glas  srfiske   Kralj.   Al,ad.,    l.    LXXIII;    Belgrade,    njoH;    en 
scrbf). 


(>.'{.  Sur  Ir  iiiniliilc  iiKi.iinnini  cl  iiuiiliniiiii  des  joiuiioiis  fiilirirs  (iliis  srpsltc 
Kralj.  Alaiil..  i.  I.XXIII;  lii-k'rado,  1907;  en  scrl)c). 

(Ji.  l'rori'dé  élénienlnire  d'appUcahoii  dis  inli-<ii<ilcs  drfinie.'i  réelles  aux  équations 
(tlgébiiqiies  et  Innisreiiiltuites  \  .Xoiiyt'llcs  Ainiiiles  de  MnlIiéiiialiqueN,  :\'^  série, 
t.  VIII:  Paris). 

65.  Sur  tine  snilc  de  jonelions  riilioiiiielle.s  rallaeliées  tiii.r  éfiiuihon.s  al<i,éhviques 
[Bulletin  delà  Société  iinilliéiiuilique  de  /■'rtuice.  I.  XX.W'I:   l';irisl. 

66.  Titéorème  sur  les  séries  de  l'iiiilor  iConiples  rendus  île  I  .  \iadéiiiie  des  Sciences  ; 
Paris,   t.   14().    1908). 

67.  lue  jonction  si/ntétriquc  des  racines  d'une  équation  algébrique  (Clas  srpskc 
Kralj.  Akad.,  t.  LXXV:  I5(l<;:ra(l(";  on  serbe). 

68.  Une  transcendante  spéciale  et  son  rôle  dans  i Analyse  inalliénuitique  [Glas 
srpske  Kralj.  Akad.,  i.  LXXV;  iielorrade,  1909;  en  serbe). 

(jn.  Equations  dijjércnlielles  à  intégrales  oscillantes  {(Jlas  srpske  Kralj.  Akad., 
t.  LXXN'II:  15clgrade,  1910;  en  sorbe). 

70.  E.ipressions  dii'erses  des  jonelions  associées  (Bulletin  de  la  Société  des  Sciences 
de  Bucarest,  t.  XVll,  n°'  1,  2). 

71.  Sur  une  classe  renun-quable  de  séries  entières  (Alli  del  I\  .  Congresso  inter- 
nazionale  dei  Mateniatici;  Rome,  1908;  vol.  Il,  Sezione  1). 

7'2.  Une  propriété  des  coefficients  des  séries  de  Maclaurin  satisfaisant  à  une  équa- 
tion différentielle  algébrique  (  Glas  srpske  Kralj.  Akad.,  t.  LXXIX  ;  Belgrade,  1909  ; 
en  serbe). 

13.  Intégrales  définies  ayant  pour  valeur  le  nombre  de  nombres  premiers  compris 
entre  deu.r  nombres  donnés  (Rad.  Ingoslav.  Akad..  l.  IS;};  Za^rreb,  1910;  en  serbe). 

74.  Eléments  de  Phénoménologie  mathématique  (édition  de  l'Académie  royale 
serbe;  774  pages;  Belgrade,  191 1). 

7;).  Allure  d'une  transcendante  entière  [Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences,  Paris,  numéro  du  uj  lévrier  I9r.>). 

76.  Principe  de  minimum  dans  les  phénomènes  électrodynamiques  et  électroma- 
gnétiques (.fournal  de  Physique  théorique  et  appliquée.  3^  série,  t.  II:  Paris,  1912). 

77.  Courbes  découpant  sur  une  droite  fi.re  les  longueurs  représentant  la  suite 
indéfinie  de  nombres  premiers  {.\oui-elles  Antuiles  de  Mathématiques,  4*^  série, 
t.  XIII:  Paris,  I9i3). 

78.  Intégrales  d'une  cla.ise  d'équations   différentielles  considérées  comme  jonc- 
tions de  la  constante  d'intégration  [Glas  srpske  Kralj.  Akad.,  L  LXXXVII;  Bel- 
irrade,   191.1;  en  serbe). 
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75'.  i'orirtioiis  mi/iliciles  oscilliinlrs  iJ'rorrrdiir^s  tij  llir  /ijfh  ('oiii;rrss  nj  nuillir- 
nnitiriiiiis:  ('.amliridiii'.  HM't. 

NU.  luirai  iilt'  ilii  f  II  lit'  ilii  iiiiiilulr  ili's  jonrtioiix  »vv7/<'.v  tjluti.  iiii;usl(n\  .\hiul. 
zunnosli  i  nmiflnusli.  1.  I '.(;»;  Za-jn-l).  i  <,)!':  rii  srrix'). 

SI.  riicori-iiir  sur  le  iinuiulv  iiuirimidii  ilii  (trlfiniiniuil  ri  qiirlriiirs-unes  de  ses 
tifipUcatioits  [Had  ju}ioslo\'.  Al<a<i.  ziian.  i.  iinijrt..  I.  'ffKI:  Za<.'r<'li,  H)i  i;  en  serbe). 

Sli.  Sur  1rs  Iraiiscriidiinlrs  riilirrrs  iiriirriilisiinl  1rs  jaiiclioiis  ri  jtDitriiltrUrs  <l 
Iri^onoinèU'iquen  \i'oni]>lf<  rendue  tir  i Arndrniu-  dr^i  Srieiirrs  :  l'aris,  imim  ro  liii 
:>'  avril   I<)1  il. 

S;j.  I nier j>idal ton  tt  iiilr^raliun  t'i  Itiide  d  iinr  riasse  d  inlèiiroles  dr/iiiirs  tdlas 
sifish-r  Kidlj.  AKnd..  I.   i.Xii.   i<)i  >:  en  serbe). 

84-.  Propositions  sur  les  séries  dt'  piussanres  {liiiUelin  dr  lu  Soriélr  roiimainr 
des  Sciences,  l.  XXII.  n"  4:  Hiiearost.  i<<i  V|. 

8.3.  Séries  lnjiicrlri<iononié4riqiies  [i'oinpies  irndiis  dr  I  Académie  ilr\  Smtirrs  : 
l'aris.  luiinéro  tlu  lO  juin  !()I  1|. 

S(i.  Théorème  de  la  moyenne  sans  restriction  i.\nin-rUrs  Annales  de  Malliéina- 
liqnes.    î"^  série.   1.  XIII:   Paris.    Kii'il. 

87.  Sur  le  module  minimum  d  une  fonction  analytique  le  long  d  Une  circonfé- 
rence (Coniples  rendus  de  l'Académie  de^  Sciences;  Paris,  numéro  du  9.^  novembre 

I9i3). 

88.  Équations  algébriques  et  Iranscejidanles  dépourvues  de  racines  réelles  iliul- 
lelin  de  la  Société  nialliénuilique  de  France.  I.  XLI  :  Paris,  191 3). 

89.  Pruhlrme  dr  trois  corps  {Srpski  Knjizveiui  (ilasnil,.  t.  XXXI:  HeJfrrade; 
en  serbe). 

nit.  Analogies  entre  les  phénontinws  disptuatrs  iSrpski  Kniiye^iii  (ilasnil.. 
I.    VII:   iîeltrrade:  en  serbe). 

î)l.  l  ne  Ironscriiiliiiilr  riilirrr  et  son  rôle  tlélriueiil  dr  roiiiparaisuii  lAiinalrs 
scientifiques  dr  i Erolr  nornialr  supérirwe.  '\''  série,  \o\.  XXXI;  l'aiis,  ii|l  j). 

ît^.  Théorème  dr  la  moyenne  relatif  au.r  intégrales  des  arcs  i.hilnesberit hl  drr 
druisrhrn  Mathemaliker-\'ereinigung.  Md.  ''l'-\:  J.eip7.i<:). 

!(.'{.  (Juadriilurr  à  l'tiidr  dr  curvinu'irr  {(ilas  srjishr  Krali.  AJ,ii(l..  I.  X(.lii; 
Belgrade.  191'i:  en  serbe). 

9i.  Une  classe  d' invariants  des  courbes  définies  par  les  équations  différentielles 
(filas  .ir/iske  Krali.  AUad..  I.  X(]l  1 1  ;  15el<:rade.  \\)\  '\:  en  serlie). 

(♦;i.  Relation  élénienlaire  riilre  les  longueurs  droites  et  courlies  \(ilas  srpshe  hralj. 
Ahail..  1.  -XCIII:  l'.eL'ra.le.  i<)  1  i  :  en  serbe). 


î)(».  I.i-s  iiiijxissihtlilcs  iiKillit'mulique.s  alisolurs  cl  n-sfri{ii\'rs  iliail  iirjtinhii'. 
Alidd.  ziKuiD-li  i  iiinjftiiosli.  I.  ':>IH:  Z;i^m'c1i,  ii)I  \  ;  en  serbe). 

l'T.  (Jiiflfjiif-i  (tiriiifN  sprfKilfs  (In  Iht-nri'iiie  dr  lu  moi/eiiiic  ( A'ojh'P^/cs  Aiiiiiilrs  de 
MnlUvhiiiliiin,;,    !<■  srrii'.   t.   X  I  \' :   l'aiisl. 

98.  J'Iiruiiiiic  .s«»-  les  ('(/iiitlions  algchriqiirs  de  dvj^rr  jxur  \U(ul  ju<j,i>sliiv.  AUu- 
deniije  ziiaiiosfi.  i  unijctnosli.  t.  ^H)"!:  Za^ncl);  en  sorbe). 

iJi>.  I^li'iiicnlx  de  rrdudiitn  iiii(d!/ll(iu('s  Hnd  ji(y,oshn'.  Aliddcmije  ziianosli  i 
utiijeliiusli,  I.  -JOti:  Za<rnl);  fn  serin'). 

I(K).  Ucldlii/iis  d'illégalité  entre  les  moijeiines  nrilliniéliqite  et  f^éométrique  [Comptes 
rendues  dr  l'Afiidéinie  des  ScieiK e.s  ;  Varia,  t.   1(k5,   1',)I<)|. 

101.  Tliéoiiiiie  de  la  inoijenne  relatif  aux  inlé'^rales  d'une  éqnalimi  importante 
aiu-  déri\-ées  partielles  [Cumples  rendus  de  V Académie  des  Sciences;  l'aris,  t.  163, 
i<)lG). 

10*2.  .S/(j  quelques  /onctions  des  côtés  et  des  angles  d'un  triungle  (Enseignement 
mathéiini/iqur.  iiuinéro  ib-  niju-juillrl   1916;  Genève). 

103.  rUéori-nw  sur  la  moyenne  arithmétique  de  quantités  jiosilives  [Enseignement 

mathéiniiliqnr.  numéro  (b'  inai-jnillot  1916;  Conève). 

104.  I Annie  d  eiitensibiliié  d  un  arc  de  courbe  d'allwe  invariable  {Comptes  rendus 
deV Académie  des  Sciences;  Paris,  t.  164,  191 7). 

10.').  \'alein-  de  l'iulion  le  lonii  de  diverses  trajectoires  [Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  ;  Paris,  t.  16i,  1917). 

106.  Module  d'une  somtne  [Enseignement  mathématique,  minicro  de  janvier- 
mars  1917:  (  lenève). 

107.  Sur  (juelques  expressions  numériques  remarquables  [Comptes  rendu  s  de 
r Académie  lies  Sciences  ;  Pariai,  t.   i6i,   1917). 

108.  Théorèmes  arithmétiques  sur  l'intégrale  de  Cauchy  [Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences  :  Paris,  l.  164.  1917). 

!0!t.  Déiirminalion  sjieclrale  des  jonctions  [Comptes  rendus  de  V  Académie  des 
Sciences.  Paris,  t.   KJT.   1918). 

110.  L'aire  des  surjacps  de  révolution  [Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
t.  XLII:  Paris,   1918). 

111.  in  nouveau  procédé  d'évaluation  numérique  des  coefficients  des  séries 
[Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences;  Paris,  t.  163,  1918). 

li'i.  Remarque  sur  l'intégrale  f  uv  dx  [Enseignement  mathématique,  numéro  de 
juin  1919:  •"■enèvc). 
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[['.].   Propriélés  arilhinètiqnes  ilune  cltissi'  de  nomhrr.s  raliotinrls  [IhilU'lin  de  ht 
Société  nmthénniliqiu'  de  France,   ii).>o). 

111.    h miclions  entières  se  rn/tiicluiiit  nii.r  iioiiihrcs  ftreiiiicrs  [('(impies  rendus  de 
VAcndéniie  lies  Sciences  :  Paris.  I.  MIS.  i<.(i<)). 

II.*).   Les  spectres  niiniériijncs.  a\rc  l'irtacc  Av  M.  I'..  linnl.  107  pajrcs  (Ciaiilliicr- 
Villars,  Paris,  ii)ii»). 

I  l(i.    /.(■  noi/dii  <r<in(ik)iiie  [Hd'iie  du  Mois.  I.  X X .  atiril  i<)ii):  Paris). 

117.  riicorènie    général    sur    ies    éipidlinns    tiliiéhritjnes    \  .\oiivelles    Annides    de 
Mathématiques.    \^  série,   I.   XIX.    ii)H,)I- 

118.  Intégrales  définies  réelles  dont  la  partie  décimale  s'e.rprime  par  les  nombres 
premiers  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  ;  l'aris.  I.  151,  hjhj). 

I  l!l.    Appru.vniuilion  des  jonclioiis  p(u-  les  séries  de  puissances  à  cnc/liiients  corn-- 
niensurables  [liidlelin  des  Sciences  nitilliriiuili(pies.  •.)''  série,  I.  XLlll.  Kjnj). 

1^0.  Action  du  champ  magnétique  mobile  sur  laiiiuillc  niinanlrc  id'lns  srpslie 
Kralj.  Akad.  :  lîol^'radc,  i<^)ii:  en  serbe). 

121.    Une   j)ropriété   des  équations    di/'/éreidielles   linéaires   [Glas   srpske   Kralj 
Akad.  :  IJelirrade,  1921  ;  en  serbe). 

[i"!.   Sur  le  nombre  i;  (Enseignement  nuilliciiutliqiw.  \{)'>.\\  Genève). 

H3.   Mécanismes    communs    au.v    phénomènes    disparates,   .'yy  pages  {\ouvelle 
Collection  scientifique  ;  Félix  Alcan,  Paris,  iy2i). 


RÉSUMÉ    ANALYTIQUE 
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TRAVAUX  DK  M.  M.  PETROVITCII 

Pl'IiLIHS  \)\i   181)4  A    \\)-2\ 


PREMIERE  PARTIE. 

ALGÈBRE. 

I.  —  Équations  algébriques. 

(Mémoires  et  Noies  ii'^  3:1.  .li,  V2,  .')!,  .j7,  59,  ''d,  D'i.  <',j.  07.  71,  ,ss.  ".I,s,  117.) 

I.  Dans  le  doinainc  clo  la  ihéorie  des  équations  aliii'hriqiies, 
iM.  Petrovilcli  s'est  particulièrement  occiipi'  de  la  distribution  de 
racines  dans  le  plan  de  l'inconnue.  Ce  qui  caractérise  les  j)rocédés 
qu'il  emploie  dans  ces  recherches,  c'est  l'utilisation  des  ressources 
qu'offrent  dans  ce  domaine  d  investigation  la  théorie  j;énérale  des 
l'onclions  et  les  propriétés  des  intégrales  définies. 

Ainsi,  étant  donnc-e  l'équation  algébrique  la  plus  générale 

(1)  «0-1-  «1  '■  -(-  «2.r-  -H. .  .H-  a„x"  =  o 

(les  coet'llcienls  et  les  racines  n'étant  assujetties  à  mienne  restric- 
tion)^ M.  l^etrovitch  fait  voir  qu'il  est  possible,  en  utilisant  certains 
résultats  connus  sur  les  séries  de  puissances,  d'assigner  dans  le  plan 
de  1  inconnue  x  inie  couronne  circulaire  C  contenant  si'iretnent  une 
racine  de  (  1  ).  Si  l'on  lornie  la  fonction 

k  =  n 

«(/•>  =  -^  y  \aiA-  fi'- 


--    H) 
Inixjiic    /•    cioil     |>;ii    XiihMiis    rt-cllcs    de    ■/^^\•^^    à    linlini.    l;i    ronclion 
n-ellc   m/)  coniiiicnrr    |i;ir  ticcniîl  if.   .ilh-inl    un    iiiiiiiiniiiii   posilil"  L 
;i|>ir»  li'ijiiil  elle  cidil  ((iii^hi  m  iiicii  I .    I.ii   |)iisiiiil 

H   -    l^"l  |{    _ 

V   '• 

ou  il  le  llicorciiH^  i^r-ncriil  de  \|.   l 'cl  in\  iitli  : 

/,  l'ijualion  aliii-hrKiuc  (  i  i  </  (tu  itmins.  nue  idcinc  diuis  hi  cdii- 
ii'/i/K'  cuTulaire  (i  i  o//  sur  le  honl  nu'-inr  ilc  cc/fe  coiunn/ic ) 
limitf'c  par  les  deux  cercles  conceiilri</u<-s  (".,  el  C,  ma/it  pour 
centre  rari-^i/ie  ef  pour  rayons  respectifs  1»,  et  Rj.  <'l  n'a  aucune 
racine  entiairêe  par  celte  couronne. 

Les  bords,  exlérieur  cl  iiiîcriciii-.  de  \:\  cdiiroiine  C,  i-c|»ic>cnl(''.s 
|i;ir  les  cercles  C,  el  (]>.  rournisscul  les  liiniles  les  plus  précises  (|u"il 
>()il  jK)Ssil)lc  (l'assigner  à  la  couronne  pour  que  le  lliéorème  soil 
valahli-  d;lu-^  le  las  le  |)lus  i;énéi-iil.  En  (dl'el,  cc>  <leux  Lords  son! 
elleelivenient  atlcinls  par  deux  écpiahons  parlicnlières  sij;nalées  |)ar 
]\I.  1-^  Landau  (  '  t.  raulie  par  M.  L.   I'"(''jer  ( -). 

M.  PelroMlch  dcmonlic  é<;alenient  un  llu-orènie  en  quelque  sorte 
rq^posé  au  précédeni  :  tandis  rpn^  celui-ci  concerne  les  racines  de  (i) 
coniftrrses  dans  une  couronne  circnlaire  n'entourant  aucune  racine 
de  celte  cMpiation.  le  second  théorème  concerne  les  racines  entourées 
par  une  couronne  ne  conlenant  elle-même  aucune  racine. 

V  sav<iir.  étant  donnée  une  équation  ali;ébrique  /(.r)  =  o  de 
dei;ré /?  el  î\  coeflieients  réels,  désignons  par  l*/,(.r)  =  o  l'équation 
de  degré  n  avant  pour  racines  les  ^.^-ièuies  puissances  de  racines  de 
/(  X  I  =  o.  el  formons  la  l'onction  rationnelle 

Le^  polynômes  P*(j7)du  degrt-  //  se  (  alodeul  de  pioclic  en  pioche, 
en  partant  de  !*„=/(  a:),  à  laide  d'une  règle  due  à  (jrallé.  M.  Petro- 
vil(  Il    lournit.    d'ailleurs,    une   expression   explicite  et    dircclr   de  la 


P)  Bult.  (te  ta  Soc.  malli.  (te  France.  I.   \\\lll.   k^oj,  p.  aJi-361. 

(•)  Com/iles  renctii-i  de    t    Xcattènne  des  Scicneex.  I.  II.   l'jo-,  p.  '(.Sc)-'(fii. 
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loiiclioii  yi/Jx)  so^l•^  \,\  xiiiiiiic  tic    >/'  Icrmrs 

■f.     '-  (O  ;  /•  ^. I    /   =  1  .  •> •?.'•   ). 

./  (  f'y  '•  ' 
<tù   les  (,)^  >()iil   Ii's  liiciiK^  |iiiiiiil  i\  ('•-  lie  ri'(|ii;iliiMi 
j?î'  —  I  =:  ()  et  on  r  zzz  j--     . 

Le  lliinniiic  (II'   M.   l'rt  ri)\  iltli  est  iiloi>  \f  miiv;iiiI    : 

l^liiiil  (Iniiitcr  une  cniti'iUi  ne  <-ir(iil<iiri'  (tyant  l' on  ut  ne  loniinr 
<-entrr,  i/c  idvou  inlciit'iir  II  cl  d' ('paisse ur  o.  nr  runlennii I 
(incitnc  ftirinc  de  l' rijiialion  algéhvique  donnée  /'(xj^<j  de 
degii- n,  si  l'on  donne  à  l'entiei-  k  une  valeur  quelconciiie  sui>('- 
pè rieur e  à 

loi:  l'>i:(  «  -M  I  —  loii  lui:  — ^    , 

loi:  i  L  lèK  -H  0  J 

le  nombre  h  de  racines  entourées  par  la  couronne  sera  é^al  à  M 
ou  bien  (i  "\I -|- 1 ,   où  AI  désigne  la  partie  entière  de  la  valeur 

/lunti-rif/ue  de  A/,(./)  j)Our 

INntaiiimeiil.  <'n  (lt''sii;ii;ml  piii- -'  la  j)ai'lie  rraclioiinaire  de  X/Ja?) 
|>(»iir'  (('llç  vaIcMi'  (Ir  ./■  ri  par  :  la  valeur 


•2K-r->.Ô\^ 


si  -'  -i-  ;^  I .  <»ii  aura  //  =  M;  si  -'+  ?  >  i"  ^^  V  =  ^'  *"^  nmn  h  .=  M-|-  : . 

Ce  (lu'il  V  a  de  rcniar(|ual)le  dans  ce  théorème,  c'est  que  ii;  uoiuhrt- 
de  racines  cherchées  esl  fourni  comme  partie  entière  dune  expres- 
sion numérique  (pii  s'<'\prime  rcitionnellenient  à  l'aide  des  c()efli- 
cients  de  l'équation,  du  ravon  et  d'épaisseur  de  la  couronne. 

L'exeiiiplf  iiuMiéii(pie  iiidi(pié  par  M.  l*etro\ileli  iail  \  oii- la  laei- 
lilé  a\ec  lafjuelle  le  théorème  s"ap[)lique  pratiquement  à  Indétermi- 
nation du  nombre  <le  racines  d  une  é([ualion  algéhrujue  d<»nt  les 
modules  sont  inférieurs  à  un  nombre  donné. 

!2.    U'aprè>    un    llieoiemc  de   Laguerrc   sur  les   |)olvnome>   entu  rs 


-   1-2  - 

(^s'aj»pli(|iiaiil  aii»i  aux  luiicliims  cnliries  du  ^cmc  zi'in  ou  iiu  ). 
l(>rs(jnc  I 'éc|ualioii 

/(  t)  —  ('tu  -i-  <7 ,./•-)-  rtj .rî  ^ ...  —  /7„ .r"  =  «t 

à  rorllicifiil^  |i()silil>,  a  loiilcs  >t'.>  racines  i<''cllrs.  cliaciur  cocHi- 
(itiit  itf,  ot  |ilu>  jutil  (jUf  le  cot'l'ficicnL  correspondant  tlu  dcvclopjic- 
ini'iil  de  la  liii-ui  lOii 

'f(.r  )  =  «„  e  ""  . 

M.    l'elroN  Ile  11    iHdiilie  t|ue  «a   t'stddiis   ce  vas  tout  nu  p/i/s  ci^'f// 
nu  cocj/icient  conespoiuldiit  du  dé^'eloppriucnt  de 


V{x)  ==  aJi  ^2±L]". 

\  "«0  / 


Les  limites  des  a^  lournies  |)ar  ce  lliéorèine  sont  inanifesteinenl 
plus  prt'cisrs  que  celles  fournies  par  le  lliéorètne  de  Lai;ucne  el 
ctiïneident  avec  celles-ci  j)our  n  très  i;rand.  Elles  sont  elTcctivenient 
atteintes  par  les  coeflicients  de  ré(|uation  V {x)  =  o. 

On  en  lire  aussi  l'inégalité 

/dus  pv('r.isc  ([ue  Iinégalité  connue 

J{x)  <Co{  x)  piiiii-  :r  >  o. 

M.  l'itroxitcli  en  tire  en  même  temps  di\eiscs  réi;les  simples  et 
praticpies  pour  reconnaître  1  existence  de  rjicines  imaginaires  dune 
ccjualion  /(./■)=:  o  à  coefficients  poMlils.  comme,  par  exemple,  la 
ré<;lc  suivante  : 

En  posant 

i.v..3.../.n/- 


n{  n  —  i}{  n  —  x) .  .  .(n  —  A-  -h  n 


Cl  les  deux  premiers  cocj'jicimts  c/„  et  a^  de  f(x)  étant  réduits 
à  I,  si  l'un  des  coejjicienls  a^  est  tel  que  le  produit  J.hi'k  c-'^l  plus 
grand  tjue  i,  l'é/juation  a  sûrement  des  racines  imaginaires. 

3.    Laguerre    s  est  occu|ic   à    plusu'uis    i-eprisc>5  du    piidijcme  «le 


—  i:{  — 

<l('l«Tiiiiiicr  iiiif  siiilf  il<'  ([Uiiiilib's  (.)„.  (.J|,  <<)■,.   .  .  .   telle  (jiic 
t  2  )  Uu^  (tx-r  -^  ci,x-  -i-.  .  .-^  a„ x"  =  o 

(•tiiiil  iiiir  (•(iiiiitiun  ;ilj;(-l)ii([iii'  (jiielconque  à  toutes  ses  racini-s  i  i-rllrs. 
i  ('-(iiiiil mil 

(  î  )  (Ou  r/„  -f-  lo,  r/,  .r  -H .  . .  -+-  (lin  «/i  ^"  =  " 

ait  c:;;!!!'!!!!-!!!  tdiitrs  ses  racines  rr^fUi^s.  Il  en  a  duiiné,  j)lii>ieurs  solu- 
tions narliciilicn"^. 

M.  l'rlro\il(li  s'est  proposé  le  problème  corres[)on(laiit  :  réter- 
iniiKi-  ilt^  >iiilc5  (.ofi  telles  que  (2)  étant  une  équation  alf^éhrique 
qaelconfiuc  à  toutes  ses  racines  imaginaires,  l'équation  (ii)  ait 
('•j;;alenient  toutes  ses  racines  imaginaires.  Et  il  en  trouve,  ù  l'iiidr 
(In  (".mIciiI  inléi:ral.  une  solution  simple 

-,  /' 
(  4  '  (•j/,=  /     «/■'•''//       I  /.  =  o,  I.   ',...,  /i), 

où  les  limites  a  et  b  sont  arbitraires  mais  réelles,  a  et  /•  étant  deux 
roncllons  arbitraires  de  t  réelles  dans  l'intervalle  [a.  b)  et  a  gardant 
nu  >ii;ne  invariable  dans  cet  Intervalle. 

!>«•>  mêmes  suites  i/\)  fournissent  la  [lossibililé  de  former  des 
(•la>>('.s  étendues  d'écpiations  algébriques  de  degré  pair  quelconque 
jouissant  de  la  |)ro|)riété  suivante  :  que  1  équation  ait  toutes  ses 
i-,itiiit'>.  itna binaires  et  que.  de  ])lu>.  si  Ton  néglige  dans  sm\  pre- 
III  i<i-  membre  un  nombre  j)air  arbitraire  de  derniers  termes,  l'équa- 
tioii  rcvtiintc  ait  encore  toutes  ses  racines  imaginaires. 

J/ ('quai  ion 

«o-T-  «1^  -^-  •  •-!-  «2/i-ï"-"  =  o 

rhinl  nui-  ('(jualion  de  celle  espèce,  i équalion 

t^o'^'u  -*-  (^>\'i\3'  -^ .  .  .-I-  0)2/1  f^ m ^'"  =  o 

en  est  aussi  une. 

Tel  ot.   pai'  exemple,  le  cas  de  loulê  éipialion 

I    >i  (I), -^  (Oi  J"  —  .  .  . -r-  tOj„a'-"  =  o 


—  It  — 

iiii  bii-n  <lc  Imitr  ('(|iiiil  mu 

M I  eu  4  lu  > ,, 

(  (i)  M„  H J-  H -.7'-  -*-...-. : X-"  =  o. 

1  I  .  »  I .'...»  // 

(<)/t  éliiiit  une  cxprcsMoii  (  j  <. 

Diins  le  cas  on  /•  ;;ar(lr  aiosi  un  ^i^nc  iii\analilc  |m>iii  /  \aiianl 
(II-  1/  à  /'.  Ic^  r(iiialiun>  i  .">  i  de  nitr  opec  f  mil  iiiii-  di^l  i  iliiil  ion  par- 
lituliriT  (le  leurs  racines  tlans  le  plan  de  la  \  arial)le  ./ .  Siipp(».>.()ns. 
pitnr  (ixer  les  idées,  que  /•  soil  jKisilil  el  désii;iions  j>ar  o,.  o..  Vi.  — 
les  intervalles  nnniéi'i(jiie>.  l()ii>  cunlenus  dans  rinlervalle  «!«•  <•  à  -at. 
el  tel-- 1  pie  pour  Ion  le  \  a  le  ni'  0  conlennr  dan»  O/,  le  |)rodnil  sinO.MU  :>  0 
!<o\l  positif  c[  le  produit  >in0.sin(  v>// -r  I  }  0  négalij.  M.  l'elroviuli 
tail  \oir  (|ue  les  (tra iinii'/i/s  iln  rari/ies  de  i  .'>  )  se  Irou^cnl  hn/jours 
t'fi  (Ii'lmrs  des  i/ilerid/Ies  o,.  o^,,  O;, 

Ua|)pelon>  encore  qne  M.  Peliovilcli  a  donnt-  la  ^olnliou  cinuplète 
du  ])rtdjlênie  : 

Trouver  les  eomlilinns  nccessnires  l't  su (jisdnlcs  jioitr  iju^ une 
équation  nifiéhiiciuc 

(  7  •  «0—  <i\.r  ~  .  .  .-^  Uni'"  —  " 

à  coefficients  réels  ait  toutes  ses  nnines  réelles  et  que.  déplus, 
l'éf/uation  obtenue  en  négliiieant  un  nombre  arbitraire  de  der- 
niers termes  dans  (  -  )  ait  ë paiement  toutes  ses  racines  réelles. 

Ces  couditi»»ns  .'."énoncenl  <le  la  manière  miin  aille  : 

Il  faut  et  il  suffit  qu'on  ail 

a-, 

a>  <^  - — 

i«it 

et  que.  de  plus,  cliaipie  riH-fjicient  ui,  i  >  Lut  siul  ro/npris 
entre  la  plus  petite  <-t  la  plus  grande  racine  de  l'étpiul inn  algé- 
briqui'  en  x 

(  «  »  A„(  f/„,  a\-  O.I. a«-|.  •'^), 

où  A,j^/,|.  a^.  a-, a„  ,.  a„  )  désiaue  Ir  /hscrinn nan f  du  pre- 
mier membre  de  i  équa tmn  i  -  i. 
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M.  l'olv.ia  (l(-|iiii>  lait  une  (-1  mil'  |)lii>  a|i|ii'<ilnii<|ic  (1(!>  «-(lUiilUMi-^ 
salisliiisaiil  aii\  ciHHlit  mus  de  \|.   l 'cl  ii)\  il  cli  i  '  i. 

i.  I^lanl  tlmiuéc  iiuc  loiicliou  al^*'hri'/tii;  )' ^  JC  \  iIcIIiih'  par  une 
rclalidii  y  (^J7,  ^)  =  o,  avec  ses  di\erses  (IrLcrniiaulioiis 

y\—Oi{.r\.  y,=  z,^x^ y  ,„  —  -^  ,„{j:  \, 

\l.   I '(ii(i\  iltli  iikIkjiic  iiii  |H(icé(.lé  ^ciiéial  d  [nalKiiir  : 
i"    Pour  tiévelnpper  la  loiiclioii  ^^  iiit-liiijiic 

(«)  I  •!>(  X)  =  F(  'i,  j  -f-  F(  9..,  I  H-. . .—  F(ç,„  I 

|(u'i  1"  (  ;/ I  csl  iiiiç  lonction  raUoniK.'llc  en  r""  |  en  une  >l'i1c  iIc  iVuc- 
lioiis  rahoiuifllrs  eu  x,  convergenLe  pmir  toutes  les  valeurs  de  x 
autres  que  celles  coïncidant  avec  les  zéros  des  coefficients  de  la  |)liis 
haute  puissance  de  r  dans  /Y:r,y)  =  o; 

:>"  l'our  développer  l'expression  (9),  dans  le  cas  où  <!>  est  uut- 
fonction  inénnuorphe  douhlciueut  périodique,  en  une  série  de  Irac- 
tion.s  lal  ionncllc--  à  doiiMc  entrée. 

Etant  donnée  \\i\r  équation  algébrique /(x)  =  o  (où /est  un  poly- 
nôme en  .r  à  cocflicicnts  réels),  soit  's>{t)  une  fonction  réelle  de  /, 
continue  dans  un  inlervalle  réel  donné  (a,  b)  et  telle  que  l'intégrale 


X 


o{t  I  no/il  (Il 


soit  constamment  nulle  |)(iui-  /i  ^  1 ,  2,  3,  .  .  . .  tandis  cpie  pour  n  =^  o 
elle  ail  une  \alem- délerininei'  7..  \l.  Petroviteli  demiuitie  Iti  tliéorème 
sui\ant  : 

Le  nombre  (h-  racines  de  j\x)  =  o,  comprises  à  l  intérieur  d'un 
cercb;  C  de  rayon  r  ayant  V origine  comme  centre,  est  égal  à  la 
râleur  de  l' inté gralr  définie 


-    /      9*/  I  i>i  r.  /  )dt, 


zf'(z) 
où  fl>(/',  /)  désigne  la  partit'  réelle  de    f  S   pour  z  =  /c' 


(')    Voir  les  Mtiiii)irt>  ciUs  à  l.i  p;tf.'«'  J< 


—  ii;  — 

Ainsi.  «•<■  nonil»i('  <'>l  (lniiiif  |>;u'  I  iiilc^iiilc 

-  /      'l'(  /•,  /  ) ,lt 

-  ,\^  I 

oïl  liicii  |i;ir  I  iiitfi;iiilc  coiiiiiit' 

([111  se  tnuive  ;unsi  i;éiu'ialisce  par  1  iulL'j;ialc'  (i»>). 
Si  ion  pose 

Ml  /•,  t }  =  loi;l/(s)  1         pour  z  =  re"'. 

l' i II (é ivraie  définie 

-  I     'i.  O  Ml  /■.  /  1  (/f 
fi  jitiiir  valeur 


/■(  o  I  /•" 


où  les  (iii  sont  les  racines  de  J  (  x)  =  o  comprises  à  l' intérieur  de  (  \. 

(  .(■  lln'oi'î'me  j;éii(''rali.se  ci-liii  de  M.  .Iciim'ii  dans  le  cas  des  ('-qna- 
lions  al<;i''briques  à  cocflicicnls  léid^. 

^^.  l'cti'ovitcli  a  aussi  élahli  d'auLrcs  lurniiilo  i\|)riinanl  (k'>  lonc- 
liun^  svnnlriques  de  racines  de  f(.T)^=(>  à  laide  des  intégrales 
définies  réelles  de  la  foiiin'  itrcci-dcnle.  Les  if-snltals  oiticnns  s  élendcnl 
ati\  ((tnelions  in(''r(iniin[)lics  ;i  |  miciK-iir  de  (  '.. 


II.  —  Inégalités  algébriques. 

(  M.iiK.iir-  cl  N.ac<   ir"  '.1.').   1(1(1,  lU'.'.  Kl.'i,  \U().) 

.').  Le^  (|iianlilés  X,.  x.,,  ....  x„  ('-lant  réelles  el  positives  v\  p 
«'•lant  un  nnndjic  /v'r/  (|iirl(()n<|uc.  M.  I*il  i(i\  ilcli  |>ail  du  l;iil  (|iir  la 
vairni- 
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est   loujnuis  eoinprise  cntii'  1rs  limiics    i   ci  ///'';  |;i   prcniiric  liniilr 


—  1  /   — 

csl  iillciuic  l(pi-(|iir.  ji  l'iiiiii  ([iirlcdiicjiic,  les  x i  sont  négligeables  |)ar 
rapjMHi  à  l'un  d  iii\,  mi  Iticii  Imscjnc.  les  x;  ('-tant  qnclconqiies,  on  a 
p  zzn  \  ;  hi  xciimlt;  liiuilr  t>l  iillcinle  loi-sqne  l(!s  x,  sont  (''gau\  enlrc 
cnx. 

Sdil  /'( ,/  I  nnt'  lonclion  (l(''\  cloppahlc  iiii  voisinai;!'  dr  x  =  o  en 
série  de  jjnK^sances 

f(.r)  =z  fiQ-r-  aij-  -+-  «o./-2-f-.  ..  , 

eliacjnc  coct'lieienl   ///,  (-tanl    n'-cl  el  posilif  ou  nnl,   les  deux  premiers 
eoellii  icni-  ,-/„   cl  a,    ponvanl,  d  ailleurs,   avoir  des    valeurs  réelles 
([nrU'oncpirs. 
Désignons  |>ar 

.r  I  ^  .r.,  —  .  .  .  -^  .r„  /(  ./•,  i  -h  .  .  .  -t-/(  ./•„  i 

(  12  )  U.  —    Cl  M    —   : 

/I  II 

la  inovenne  aiillinicli(jiie  u.  des  (juanlilés  jc^  et  la  movenne  anllmié- 
lique  M  des  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  /(  x  ). 

Eu  applnpianl  la  proposition  ei-dessns  indi(|née,  M.  Petrovilch 
ai'rivc  à  la  doulile  inégalité 

(  i  j  I  / 1  ;-i  »  =  M  =  ■ ■ '■ 

// 

(jiii  toiiriiit  li's  /i/)i(/t'.s  le  filas  resserrées  possibles  comprenant  la 
niovennr  aritlinu'tiqne  M  e\|)rimée  en  fonction  de  la  moyenne  aritli- 
métique  'j.  et  étant  clJectivenient  alleinles  dans  les  cas  ci-dessus 
indiqués. 

M.  l'clrovitcli  l'exprime  sous  la  forme  du  théorème  de  la  moyenne 
suivante,  ([iii  exprime  l'un  des  faits  fondamentaux  d'Algèhre  élémen- 
taire : 

Les  moyennes  (irilltinéliques  'x  et  M  sont  liées  par  une  relation 
(le  la  forme 

ii-i)  M  =  *(;ji)-{-0<r(u), 


(i j  )  *( ;ji  [  =/(  ,u),  M  I  ;j.  I  =  • ■ ■ /(  [J.  1, 

et  oit  0  est  un  facteur  toujours  compris  entre  o  et    \;  les  limites 
0  =  o  c7  0  =  I  sont  atteintes,  la  />re/nière  lors/jue  tous  les  .r,-  sont 

i>i:t»o\  iTi:ii  2 


—  18  — 

éf^aux  entre  eux,  la  secoiulc  /(HS'/ite  tans  les  ./ ,  ileiie/imiit  iii'-i;h- 
geubles  [uir  /d/ifxirl  à  I  un  d' eux. 

On   |)(-iil  iiiissi  iiflirincr  <|ii<'  la  Nalciii'  di- 

/(  X,  -4-  .  .  .  -+-  T„  ) 

rsl  t()ii|oiii>  comitiisc  t'iilrc  Irs  driix  limiles 

et 

-  [finTi)-ï-...-\- f(n.T„)\, 
II 

pouvant  se  confondre,  pour  une  (oiielnm  /"i  ./•  i  nihih'idre,  ii\<c  l'uni- 
on l'autre  de  ces  limites. 

(>eci  fait  égalennMit  voir  <[uc  la  luntiion  ^NnicIrKjue 

f{Xi  1 -(-... -4-/(.r„) 

de  n  (|iianlilé.s  posiLive.s,  dont  la  soinuie  a  [xuir  \aleur  .s,  (^sl  Imi ji\iiis 
comprise  entre  les  en  leurs 


"•^(w     ^'    V'----'  — '"  — U/(o) 


pouvant  se  confondre  avec  l'une  ou  l'autre  de  ces  limites. 

Ces  inégalités  expriment  une  sorte  fie  théorème  général  d' ad- 
dition pour  les  fonctions  fi x)  à  coefficients  tayloriens  réels  et 
positifs. 

On  en  lire  aussi  des  relations  dinéjialités  entre  les  movennes  aritli- 
nn-tique  et  ^géométrique  de  (|uanlilés  j)lus  j;randes  que  i.  Son-nl  r,. 
z-,.  .  .  . ,  ::„  une  suite  de  telles  quantités  et  posons 


,a  =: ,  1^  —  V  Zx  Zi.  .  .z„. 

Il 

La  moyenne  géomélriijue  P  est  toujours  mnipiisc  entre  les 
deux  limites 

{ n\x  —  //-+-;  i"     et      [i,. 

Ces  limites  sont  le  plus  resserrées  possible,  la  premièic  étant 
atteinte  lorsque  tous  les  ;,  sauf  un  parmi  eux,  sont  égaux  à  i .  et  la 
seconde  lorsque  tous  les  z  sont  égaux  entre  eux. 


_   1!)  — 

<).  l'iiniii  les  ;i|(|»|i(iii  joiiN  iKiiiiInciisis  cl  Viii'iccs  (|ii<'  M.  l 'rlr  (i\  ilcli 
A  l;iit  ilr  (;c>  ic.Milliil -.  iMMi-  ni  i  ii(li(|iicr(iMs  (|iu'l(|in'^-ii  nés  n  lilre 
(I  (■\<'iii|)lcs  : 

i"  /.f  iiiiiliilc  iCiini'  sontiiic  ^///.  <!<'  '/i/t//i  /i  frs  /n.sc/ncs  11/^  n  [loiir 
valeur  Ofl*-f-()i,  ou  I'  (loilJiic  l;i  \;ilfiir'  ,ilisoliic  dr  la  ■'OUimc  de 
pallies  réelles  (\c>  K/,,  i>/,  (lé^i^iiaiit  la  \aleiir  al).s(iliie  de  la  Noiiime  de 
enellieieiils  de  /  des    11/^,  et  0   t'iaiit  un    laeleiir  «loiit  la  valeiii-  esl  fnii- 

/off/s    rniniirise  nnlre  —^  cl    1.  La  Imiile  — =  esl  eUecliveiiieiil  alleiiile 

\  '  \'' 

liir^cjiK-  I'  —  (^  el  la  liiiiile  1  lor-cjiie  les  Uk  snul  hni'-  réels  ou  bien 
Ions  iiiia^maires. 

l.(ii--(Hie  (laie,  une  somme  -//a  les  parties  réelles  des  ///,  >(»mI  d'un 
même  .>ii;iie  et  qu'en  même  temps  les  eoellicients  de  ;  dans  les  //,,  ont 
tous  un  même  si«^ne,  on  a 

llliiil  ^  ///,  —   /.  X   iiiikI  Hj,. 

où    ).  esl    un    laeleui'  lou jouis   coiitjnis  cnlrc   —^  l'i   1.   La    |»remière 

limile  esl  eUeetiveinenl  alleinle  iorS([ue  cliaqu*^  lerme  «/,  est  réel  ou 
piiieineni  imai^inaii-e  et  (pie.  de  pins,  la  -omme  des  termes  u^  réels 
el  la  somme  des  eoellieienls  de  i  des  ///,  purement  imat^i  lianes  sont 
éi^ales  en  \al<'nr'.  absolues.  La  seconde  limite  est  alleinte  lorsfjue 
les  termes  ///,  sont  à  la  lois  tous  réels  ou  bien  loiis  |»nieinent  ima- 
<;inaires. 

2"  Liant  donnée  une  e(pialion  ali^ébinpie 

./•"  --  rt|  .r"-'  -4-  .  .  .  -^  cin-x  X  —  a,ir=  0 

à  racines  a,,  7.0 -j.n  tontes  réelles  el  positi\es  (inéi;ales  on  égales). 

et  /(./•)  (''lant  une  fonclion  (|ueIeoiupnî  développable  à  l'inlérieur 
d  une  eiicniireience  C  conlenant  tontes  les  racines  7..  (M1  série  de 
laxlor  a  enellieieiit  s  r(''e|s  et    posilds,  la  vaU'HV 

j\  a ,  )  —  /(  7.,  )  -f-  .  .  .  ^ /(  In  ) 

est  îdti jours  comprise  entre 

"/{— -;j)     •''     ./■(-- "1 '  —  '"  — 1 './"' 0 '• 


—  -2.)  — 
tic  vtirir  (iiic.  nar  ('xciiiiili'.  la  n.iIciii'  iIc  I,i  liuiclhui  s\  mii  ikhii' 

e'^^ti-f-.  .  .-4- »■'»"         ir^o) 

m, 

r>[    Ion  jours  t't»iiiprist'  (Mil  If  la   liiiiilc   /ii'      "    atlciiilc   dans   Ir   cas   de 
1  f(|nahon 

li  la  limitr  e''"'-\-ii  —  i  allcintc  dans  le  l'as  de  1  (''(|Malion 

X"  -r-  «i-r"^'  =  <). 

.)"  ]>e  troisième  côlé  d  nn  Inaii^^lc  ilniii  on  nr  connail  (nn-  la 
somme  a  ^  h  de  denx  (l'ilfS  et  1  aui^le  oItUis  "- (in  il>.  lonnenl  cnlic 
eux.  a  |)oiir  valeui" 


"//  l'eiiciir  re/a/i\e  t  ne  surpasse  jaiiKiis  lu  gi-diidetir  laiii;'--^^— ^ — ^ 

el    décroît    ra])idemenl    lorxjiic    laniile    -'    s  approclic    de    i<So".    En 
[ncnanl 

c  ^  {((  -^  b  )  C(js-  — — - — -  , 


on  commet  une  erreur  relalivc  (ini.  pour  les  angles  -'  sn|)crienr.s 
à  \.\fy\  n'alteindra  pas  4  pour  loo;  pour  les  angles  snjH'-rienrs  a  i.mi", 
1,8  pour  loo;  pour  les  angles  suptM-ieurs  à  iGo",  o,"  pour  loo;  poul- 
ies angles  supérieurs  à  170",  o,y  j)our  100.  etc. 

Les  côtés  d'un  triangle  qui'lcoatjue  étant  <i^  ù,  e,  on  a 


\/a-  -^  h'-  H-  c-  =  \{a  -H  h  -^  c). 
i>ù  I.  est  un  Jacleur  lnu jours  c<i/n/>ris  entre 


v/3 


=  "î  >77t-  • 


et  -n  =  o.T'^T  I 


La  première  liniile  c-l  alleliile  pour  le^  lriaii-le>  i>oseèies,  la 
seconde  lorsque  a  =z  h,  c  =--  n. 

Plus  généralement,  f^x)  ('•laiit  une  lonclion  quelconcjue  à  c(»el- 
(icienls  lajloriens  n'-els  et  positifs  (salislaisanL  aux  conditions  de  con- 


-  ">[  — 

\  cr^ciicc  ).   /</  ru /(■// r 

iis(  /(>/// 01/ /s  coiiifiiisc  t'iilii'  les  II  miles 

v(f)    "•'    /'•^)-V('>)^ 

(lu  .s-  (I(''Mi;iic  le  |)('iim(|ic  (lu  Iriiiii^lc;.  (les  liiniU'S  soiil    iilhiiilcs  diiiis 
les  cas  ci-drsMi--  iiiiIkiiks. 

Les  iniis  an|;les  d  un  Liiani;le  qiieleoiKjiir  daiil    a,  |j,  -'   (('\|trmH''s 
«■n  parlies  de  -),  la  râleur 

est  loKJoni  s  ro/iip/lse  entre  les  limites 


La  |>irmicn'  liinilc  e>l  alleiiile  [)oiir  le  Inaiif^jle  isoscèle,  cl  la 
seconde  |)(iiir  le  lriaiii;l(    ('(iiulalère  à  un  angle  ohlus  voisin  de  -. 

La  diai;()nalc  diiu  |)arallélépipède  rectangle  avant  pour  côtés  les 
trois   médianes   diiii    Iriaugle,  est  égale   au   périmètre  s  de  ce  même 

triangle  inulti[)lié  par  un  lacleur  toujours  compris  entic  -et  \/3. 

La  résultante  de  I  rois  \ecteurs  susceptibles  de  former  un  triangle 
et  avant  pour  >oiume  scalaire  S,  a  [)0ur  \aleur  />S,  où  A  est  un  laeieur 

I  I 

t'iu/oiirs  i(  un  pris  entre  —^  et  — i- 

Les  mêmes  inégalités  algébriques  se  prêtent  à  de  n(unbreuses 
a|)|)licatn)ns  aux  intégrales  définies  et  ser(Uit  indi(|uées  dans  la 
ileiixM-me  ParlM'  de  cet  Ouvrage. 

7.  ^L  Petrovitcli  déduit  une  autre  série  d'inc-galités  algébriques  du 
lliéoréme  de  M.  Iladamard  sur  le  maximum  dun  déterminant. 
A  1  aide  de  l'inégalité  entre  les  moyennes  aritbniétique  et  géomé- 
lri(pie.  \\  en  lire  d  abmd  la  conséquence  suivante,  piirticnliérenient 
utile  tlan>  le^  a|>plicat ions  :  le  module  d'un  déterminant  d'ordre  //  ne 

>urpassc  jamais  la  quantité  \"  n     ',  où  A  désigne  la  i-acine   carrée  de 
la  somme  de  cai'rés  des  modules  d(\s  éléments  du  déterminant. 

En  désignant  par  p/,  le  module  ilu  coetlicieut  ((1,  d<;  l'écpiation  alge- 


ltri(|M<'  il  nu'Hicii'Hl-'  ifcl>  on  iin;ii;iiiiiii  i  ^ 

j''-{-  f/i.r"-'  -H.  .  .4-  ^i„    i-r  -h  a„  =  <> 
t|  en  pDSiiiil 

hi  ^iiiimic  S.,  (le  |iiii^>;iiu'rs  ^/'■"""  de  laciiio  (liMl())  pour  />  //  l'sl, 
d'iipivs  hi  |U(i|)o--itniii  |ti('(((l('iilc.  /<)iifiii//\  cmii jiftsc  n  I  iii l<'riritr 
(le  lit  circiinfi'-rciicr  dVdiH  iiotir  i-c/i/n-  l' origine  (■(  jxnii  rayon  la 

rnli'iir  (  )  •  Dans  Ir  cas  de  /)  /?,  ce  rii\oii  (">l  à  i(in|ilii((i- 
|)ar  'J-'j'',  où 


?  ^  V  I  —  ?ï-^?s -t- 


\      p| -t- 4p5  H-.  .  .-f- //-pi" 


M.  I  Ni  i()\  il  (Il  imli(|ur  lc>  a|)|)liciil  ioii'~  (iin- t  i'oii\  c  ((ilc  |)io|»osii  nm 
dans  le  ralcnl  a|i|)ro<  lie.  ii\  cr  nnr  approxiiiial  ion  exigée,  de  fonctions 
svniélri(|ues,  ali;él»ri(jn«'s  on  iransccndanlcs.  do  racines  H'nne  éqna- 
lion  al^chricjne. 

Vax  appli(|uanl  la  nK-iiir  |n'o|)oMlioii  anv  >vslrni('s  d  «'(jnalions, 
M.  l'ftroN  ittli  |)arviint  au  llit'orrnic  sui\  ani  : 

Etant  donné  un  sysIèiiK'.  de  n  ('qiuitinns  linrai/cs  à  n  inconnues 
./■,.  ./•j.  ...,  ./■/,.  à  roefjirients  réels  ou  inni binaires,  le  syslènie  de 
solu lions  est  toujours  compris  à  l  i nicrieur  de  Ici  eirconjérence 
rivant  uoiir  centre  rorii;ine  et  pour  rayo/i  la  râleur 

I  -^  I    .  "  / 

où  A  esl  le  déleiniinant  dn  svslènie.  L  la  somme  de  carrés  de  tous  les 
éléim-ms  de  A.  K  la  somme  de  cané-s  des  niodnles  des  termes  des 
i-(jnalion.>-  indfpt-ndanU'S  des  a?,.  /,  la  |ilu>  piiiic  paiini  les  sommes  / /. 
où  /v/  désiuiie  la  >omme  de  eairt's  des  modules  des  ('■leiiienls  <!<•  la 
/"■■°*  <-olr)nne  de  A. 

III.  —  Méthode  spectrale  eu  Algèbre  et  en  Arithmétique. 

(  McMiiniio.   Nol.-  <l   ()iiMiii;rv  „■      107,    ION.    lli'.l.  111,   il:;.   115.) 

s.  Ou  a|)|)i'end  di^  le  d('lmt  di'  1  Vli;èlne  (jiie,  pour  n'-sondie  en 
/lonib/cs  un   pi-ohleme   a   |diisi(ui-   inconnues,  il  laul  autant  d  «'-(pia- 


—  "ÏA  — 

lions  /m  ///)■/ i\/i/i's  distinctes  (ju'il  y  a  d  iihoiimmc^.  Mais  crriaiiis  pio- 
hlèincs  (Ifs  plus  (''l(''nuMilaircs  scniMciil  (li'ja  (•ontiediro  cette  asscrlitm. 
On  connaît,  par  cxcniplc,  ilf  ces  proMrrnfs-dcviin'Ilcs  (|n'on  se  pro- 
pose tii  nialièii-  de  distraction  dans  \os  socit-tés,  on  Ir  calcnlatriir 
(devin)  se  t'ait  tort  d<;  tieviner  pres([ue  inslanlaiuMnenl  plusieurs 
nombres  pensés  d'api'ès  une  seule  donnée  nuniéri(jue  (ju'on  lui 
énonce  et  qui  est  le  résultat  linal  d'un  calcul  auquel  il  n'assiste  pas. 
La  conlradiciion.  manifestement,  ne  saurait  être  qu'apparente  :  en 
réalité,  ce  >onl  plusieurs  données  numériques  qu'on  fournit  au  devin 
sous  l'apparence  d'une  seule  donl  les  segments^  groupes  de  cliiflres 
conveiiiildrnirnl  délimités,  lui  révèlent  directemenl  ces  données. 

Ces  petits  jeux  arithmétiques  ont  su^i;éré  à  M.  l*etro\ilcli  lidée 
d'en  fjénéraliseï-  rartilice  |)our  (piil  puisse  sélendre  à  des  pr(»l)lémes 
plus  importants  et  moins  smipli's.  Va  il  n'a  pas  tardé  de  s'aperce- 
voir que  ces  prohlémes  élémentaires  ne  sont  (pie  des  cas  très  parti- 
culiers d'un  problème  d'ordre  général,  résoluble  par  le  même  artifice 
et  consistant  à  calculer  nuniéricjuenient  une  suite  limitée  ou  illi- 
nii/t'c  d' incon nues  par  une  sci^menlalion  appropriée  d  un  seul 
nombre  S  rattaché  au  problème,  le  mode  de  serment  a  lion  étant 
indiqué  par  les  conditions  du  problème. 

Dans  la  lliéorie  de  M.  Pelrovitch,  le  noml)rc  S  est  la  valeur  c|ue 
|)rend  une  expression  analytique  déterminée  <I>,  convenablement  rat- 
tacliée  à  la  suite  d'inconnues  du  problème,  pour  une  certaine  valeur 
particulière  de  la  variable  qu'elle  contient.  M.  Petrovitch  appelle  le 
nombre  S  spectre  rattaché  à  la  suite  d'inconnues,  primitives  ou  auxi- 
liaires, du  problème.  La  manière  donl  les  inconnues  se  déterminent 
à  l'aide  de  S  et  laquelle  n'est  qu'une  adaptation  curieuse  de  l'artifice 
du  d(\iii  dans  les  petits  jeux  mathématiques  cités,  rappelle,  en  eflet, 
celle  dont  le  spectre  lumineux,  tlans  l'Vnalvse  spectrale  chimique, 
révèle  les  éléments  entrant  dans  la  composition  du  corps  analysé. 
Ainsi,  vin  s|)eetre  numérique  se  trouve  être  composé  de  j;roupes  ISy; 
de  chiflres  significatifs  séparés  par  un  nombre  plus  ou  moins  grand 
de  zéros  intercalés,  comme  un  spectre  lumineux  se  compose  de  canne- 
lures et  de  raies  séparées  j)ar  les  parties  sombres.  Le  nombre  de  zéros 
inteieah's  (  délerminanl  la  dispers/o/i  du  s|)ectie  nmiK-rique  )  change 
avec  la  variation  d'un  paramètre  (jue  le  caleulafeur  est  maître  de  faire 
varier  à  son  gré-  à  j>artir  d'une  certaine  grandeur,  comme  létendue 
des  parties  sombres  (  deteiminaul  la  dispersion  du  si>ectie  lumineux) 


-  2i    - 

<  li;mm'  avec  la  \ai'ialii>ii  de  l;i  lfiii|icial  inc.  mi  ilc  la  pic-sKui,  (jiic 
1  exiirrimonlalt'iir  piiil  iiiiMlilici- à  «■nu  ai>t'.  I.c  i^ioiipr  iiiiinciKjtir  \/, 
(la /»■'*""  cannelure  ilii  ><|ieeli<')  dcii  riniiie,  à  la  simple  iiixpcclioii,  Ir 
nombre  entier  jdnant  le  n'ile  d  nue  inconnue  priiuili\  e  ou  auxiiiaii c 
lin  problcuie,  cl  le  eliillrc  de  rauj;  /  (\u  i;i(Hipe  .N/,  (la  /"""'raie  de 
la  /.''"""  cannelure    specirale')   délennine   le  /'"■""■  (liillVe  de  l'inconnue. 

Pour  caUuler.  par  exemple,  la   suite   d«'  cdellieienl-    linuuuo  (      )  t 

(      )  »  •  •  -j  (   .  I  »  il  Millil  de  ealeider  le  n(uultre 

loi'' 

ï?  =  =  l.o()i  )7.(ii  Kiddi  ; 

ion'"' 

1(*  coefficient  /   .  j    est    représente   par   la   /,"""'  lanneliire   «lu    spectre 

re])résenlé  j)ar  ce  nombre,  e  est-à-dire  par  le  grimpe  de  eliillres  si<;ni- 
ficatifs  de  S  commençant  |)ar  la  i^/,- — i  V''"*  et  tirmiui'  par  la  y./,""""' 
décimale  de  S. 

Pour   calculer  la   suite   indelinie   de  \aleiirs    (      j»   (      l>  (o)»    ••» 
il  sullil  de  calculer  le  nombre 


>  =  ^   I      0(1  cosV)  dl, 
Oixi  =^  (-/"'■+". r", 


Il  a  i)Our  \alcui' 


v/io 


S  =  o.  Ki'tonGoo  ><>()()()~()()()ii2  r.».n(i()()'i4  . 


et  la  valeur    (         )   est    louruie    par   la    //"'""'  cannelure   de    ce    spectre, 

c'est-à-dire  par  le  i;rfui|»e   de   cliillVes  sii;nilicalilV   de  S  commeneant 

,      [//(//-^n           1  ■'•""•                  .                   ,      [('/*  — i)( //  — 9.) "1 ''"■'■    ,,    . 
par  la      ■   -f- i  et    terminée  par  la       deei- 

male  de  S. 

On  a  ainsi  un  pi'océ'dé  gént'i-al  de  calcul,  imai^iné-  par  M.  Pelrovitcli 
<t  a[)pelé  le  proccdr  Sficclidl  de  calcul  iiKiiiéritittc.  (|ui  consiste 
à  disperser  en  un  >pe(tre  iiumeiujiie  les  \aleiir>  des  inconnue^. 
comme  le  piivine  disperse  le  faisceau  de>  ravons  lumineux  en  un 
spectre  lumineux,  l'expression  analvticpie  <l».  la  géncrdlricc  s/>cc- 
lialc  du  probléuH',  v  jouant  ain^i  un  n'de  analo<;ue  à  celui  du  prisme 


,iii,il  \  scii  f.  l'.l  il  se  Ii()ii\<'  i|iii'  II'  |)nicr(li;  csl  Sll.scr|it  ililc  de  luii  niir 
<i  la  l<iis,  i'{  |)iii'  la  ('oiil  iiuialinii  siilli^aiitc  <l  un  inr-iiic  cah'iil  iiiiiiic- 
tKjiic.  lo.  vali'tirs  (i'aiilaiit  (riiiconiiiie''  (indu  Ir  vciiU  d'iiii  nioMrinc 
aii(|iirl  il  s';i|i|il!(|ii('.  aiii-~i  (|ii  iii<li\  iiliiilliiiiiiil  iliiKiiie  rliillre  (M 
(•Iia(|iit'  (It-ciiualc  il  iiiir  (|ii(l((tii(jiic  de  ces  iiu-onniies.  I)c  |iliiv.  il 
jifiiiift  de  drlciiiiiiicr  1rs  nilcu/s  exac/es  d'un  iun\\\\vc  voulu  d  iii- 
(•(iiiiiiics  à  laide  d  une  \alfur  sifffisaniiiient  apiirorlu'c  d"iiii  seul 
iminliif  S. 

Le  procédé  specU'al  de  .M.  I'cIioniuIi  >.  applicjiic  a  Loii>  1rs  pro- 
blèmes floni  les  inconnues  se  laissent  nietlre  en  correspondance 
'Irlnnc  (ticc  une  s('//e  de  /ntissances  à  roi' //Icicnls  noiiilaes 
entiers.  Ciiàcc  à  larhil  taire  que  comporte  la  nolioii  d  une  telle  cor- 
respondance, des  problèmes  fie  telle  espèce  se  reuconlrent  dans 
loiiifs  les  luanc  lies  de  rali  iil.  depuis  les  problèmes  élémentaires 
d'AiiliiiiielKpie,  (rAl<;èl)re.  de  Calcul  de  |)robabilités.  jusqu'aux  pro- 
blèmes \ariés  tle  calcul  infinitésimal  et  de  la  théorie  des  fonctions. 

Les  exemples  nombreux  et  variés  traités  dans  la  théorie  de 
M.  I*elid\  il(  Il  (parlilion  de  nombres;  nombre  de  diviseurs  d'un 
entier  variable.  nond)re  de  nombres  premiers  inférieurs  à  un  nombre 
donné;  dévelop|)ement  en  si'iie  de  fonctions  d'une  variable  ;  calcul 
des  intégrales  définies  :  deteiininalion  de  fonctions  à  l'aide  du  plus 
petit  nombre  de  données  numc'riques  ;  représentation,  exacte  ou 
approchée,  d'une  fonction  |)ar  un  nombre  décimal,  son  spectre,  dont 
la  suite  de  chifTres  est  en  correspondance  définie  avec  les  éléments 
déterminants  de  la  fonction,  etc.  )  mettent  en  évidence  l'efficacité  et 
rutilil(''  de  rinstrunienl  de  ealnil  fourni  pai'  l(;s  spectres  numé- 
riques. 

r.n  dé'sigiiaMt.  par  exemple,  par  l'i /.)  l'entier  positif  indi(pianl  de 
eombien  de  manières  l'entier  /.•  peut  s'écrire  sous  la  forme 

/.  —  ax  -r-  by  — .  .  .-\-  i,'t. 

a,  /^  .  .  . ,  o-  étant  des  entiers  j)ositifs  donnés,  et  .r,  y,  .  .  . .  t  jiarcou- 
ranl  la  suite  de  valeuis 

X  =  C).     1  ,      '.,     ....     ///. 

»'  =  <).    I .  ■> //, 


t    =  <).     1  .    U,     ....    .V, 

la  niilliode  spcdiale  conduit  au  tliè-orème  arillimeticiue  s|ii\;iiii 


—  il)    - 
lnnnon^  le  iiomltic  fnlicr  i  >|)C(iic  du  |inil»lcmr) 


N  = 


<)"//•  9/'/'-  •  -Oa'/' 


iHi  (^  (lf>ii;nc  rciilici-  (iiif  1(111  oliliiiil  iii  ((  ii\iml  le  (  liillrr  t)  /.  loi.s 
«•onsiHiilivrnirnl  ^<),  =-.();  ()^==:()();  (),r=(j()((,  tMc.  i  cl  h  il^iiil  un 
Cfiiaiu  onlitM-  ratlaclir  au  prohlt'iiic. 

Le  nnnihfi'  l*(A")  coï/irif/r  inrc  l'cnliri-  J'nrinr  du  ^rniifH'  ilc 
I  //l'f/'rrs  si^'ni/icatifs  de  ^  co/nmcneant  />(//•  le\  ///,-(-  \  f""'  et  tei- 
ininé  fxir  le  i  k  -^  ii //■"'■""'  e/iij/'re  de  N. 

Ainsi,  pour 

un  auia  //  _-  i  cl 

.\  =  loi  1 1  l'.i  »•>>')/>  533)  î'i4  'Î4334334- . . 

cl  le  iKuuliic  l*(/,  )  coïncide  avec  le  (/,• -j- i  V'"""  cliinVc  de  N.  l/«''(jua- 
lion,  par  cxernjtic 

a  cxailcnicul  Iroi.s  miIuLIoiis  eu  a'^io  cl  j';^():  ce  nombre  e>l  lucn 
indique  par  le  vingtième  chiflVe  de  N. 

l'Ornions,  couinie  second  e\cnij)lc,  le  nond)rc  rationnel 

ç,  _  2, 1 ,_        _j [_   I ^^    /,    \h^  ^ 

~    <)/.  <l-2/.  ■  ■  ■     ■      (|,„/,  9.9/, 

oiï  m  cl  //  -ont  deux  cnlicrs  donnés.  Parlagciuis  la   suile  de  |)i-eniièrcji 
d(''cinialcs  de  S.  l'oniianl  rcnseiuhle  de  sa  parlie  non  jiériodiquc  et  la 
première    jM-riode.    en     Iranclics    successives    T,,    T...     ....     \  ,,,-^-1    ■' 

//  cliillVr-s,  de  sorte  (pie  la  tranche  Ta  f/.'=  i.    '. /// -|- 1  )  com- 
mence |iar  la  [(/.  —  i^/z+i  [""""el  se  termine  parla  /.A""""  décimale  de  S. 
La  mi'lliodc  -.|)e(|  ial(;  coiidiiil  an  llicorème  : 

J^e  nunihrc  de  di^iseins  d'un  entier  /. .  r/i/t/es  rfite  1  et  /• ,  citi/i- 
cidecuee  l' entier  fornii'  du  i^/ou/ir  de  e/nJ/'/-rs  sia/n'/fcal/Js  de  In 
tranche  1  /,. 

En  désignant  comme  A/r////^'  tonte  tranche  1/,  ((impo-ee  de  Z('ro>, 
on  a  ainsi  le  llM-orème  sui\ant  : 

l.i'  nombre  de  Ineiinrs.  ifuc  jnésmlr  I  e/isendde  des  /.  premières 
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truinliis     1,,    I  .j \\.    l'st   ('.raririiii'ii t   <'l;<iI  un    iiniiiluc   f/es 

/mrn/'/cs  p/r/iiicr^  i n I rfu-ii rs  à  /. .  cl  ci'ln  punr  /nitfc  rdiciir  /.  f^  ni. 

<  )ii  liiMisc.  |).ir  cM'iiiiilc,  |ii)iii'  ni         Ion.  //  =  :>. 

S  =  O  ,o()(]()<)00|  ()()(r.>()(>(r'<)  lOAOdo  j()(io<()7.(»3(J(JO  i<>()()  jilOOvtiMKiC) .  .  .. 

\a'>  viiiiil  |>it'iiiuTi's  liiiiiclifs  à  (|(ii\  (  liiHitîs  conlifiiiinil  iiciil 
latian's.  les  cciil  prcmHTcs  Iraiiclns  (;n  conliennenl  vin<>l-six.  imli- 
([iianl  (|ii  il  \  a  unit  nomln'o  |)r(iiii(i's  inlV-iiciiis  à  v.n,  (|u  il  v  en  a 
viiii^l-siv  inlt'i'iciirs  à   loo.  etc. 

\.v  |)r(>('c(lf  .sjx'clial  de  (lé\  elojj|)eine!U  eu  .série.  mia^iiK';  par 
AI.  P(ii()\  iieli.  (lillère  enlièreiuenl  des  procédés  acluellenient  connus. 
Il  <(iiisi>ic  .1  lonuer  un  spectre  rattaché  à  la  l'onction  à  développer  en 
^él•i(•.  le(pi(l.  par  ses  cannelures  et  ses  raies,  fournil  directement  ou 
par  MU  (aïeul  connu  soit  tous  les  coelficients  du  développement  à  la 
lois,  s(ul  un  euseml)le  voulu  de  ces  coelficients,  soit  séparément  tout 
coeflicient  voulu,  ou  nu'me  un  cliiflrc  dun  ran<i  voulu  d'un  co<;tli- 
cient.  iNous  lavons  exposé  dans  la  Iroisiénie  l^ulic  de  cel  (  )iivrage. 

L'intérêt  que  la  méthode  spectrale  présente  pour  la  théorie  géné- 
rale des  fonctions  est  également  mis  en  évidence  dans  la  troisième 
i^ulie. 

Le  procédé  même,  par  lecpiel  M.  Pelro\il(li  délerniiue  etleclive- 
meul  h'  spectre  d'un  problème,  est  assez  curieux.  Comme  il  a  été  dit. 
le  sprcire  est  la  valeur  numérique  cpie  prend  une  certaine  expres- 
sion <!>(./)  coin  cnaiilrmiiii  raltarliéeau  prui^lénie  pour  une  certaine 
valeur  nuniéri(ju(!  de  x.  Dans  le  cas  général.  ICxiiression  'ï'(.r)  se 
forme  a  l'aide  de  deux  fonctions 

f{x)  =  Al 0 -^  iM I  .r  -H  .M -2  x--^.  . . , 
f  (a:)  =  ay  -i- xi.r    —  ■x^.r-    -i- .  . . . 

doni  lu  première  est  à  coellicieiits  M  nomhres  iiiliers  (réels  ou  luia- 
ginaiies)  et  (a  seconde  à  eoellieienls  y.  nombres  <:<)/n/ni'nsii/''//i/i'S  (  de 
module  égal  à  une  |)uissance  entière  négative  de  lo).  La  tonc- 
lion/  I  ./■  I.  la  rti/iic/cris/iqni'  pri ncipale  du  specln;.  déterminera  les 
du (frcs  iiK'mes  (pu  ligiireronl  dans  la  valeur  numérique  du  spectre. 
La  loiielioii  ç(^.r),  Xncaractéiislique  qnalitaliK f  i\n  specire.  n'iulliie 
j)oiiil  Mir  les  valeurs  de  ces  chilires,  mais  c'est  d'elle  que  dépendra  la 
réparl ilion  de  ceux-ci  dans  le  >pectre,  et  par  suite  aussi  \i\  dispersion 
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(!«'  ("«■liii-ci.  ("rllc  ilriiiicic  litiicliuii  rc>|c  A/  niriiu'  f>ni//-  lous  les 
spcrtics  <nii/if  une  i/ispcrsin/i  (lunncc. 

I.ii  loiulion  ç(  ./•  I  c<»rro>|MtiHl;iiil  à  imc  (liS|)(M'si»ni  Cdiil  imicllcmciil 
iroi.NsanU'  (ï.iii\;uil  iim*  loi  (|ncl((iii(|in'  i  i>l  imr  Idiictinii  I  liiiiscru- 
(lantf  (1«>  ./•  v\  M.  l'clniv  ilili  ilciininl  rc  ([iic  ces  t  ra  iisiiinliiii  tes  in' 
siilisfiint  à  (Uiruiic  ('(Htiillnii  <li  l/i'rcut  icili'  <l  ordre  fini.  <tl  i^ciniijui' 
l'ii  ./•.)'  cl  les  (li'ri\i-cs  «le  \-  par  liipporl  à  ./  .  l'^llo  suai,  (raillciii's, 
('■IroilenuMil  liées  aux  fondions  lli(Ma  dr  la  llicoiic  <!(•>  lonclions 
(•lli|>li(|ii('>  et  aux  ronchons  lluMa  tir  ilc^ics  supciirurs  (|ui  oui  de 
lithjcl  (le  rt'«'horclu's  ini|>orlanl(s  de  M.  A|)|)ell  (  '  i. 

M.  l'elrovileli  examine  de  près  le  speeli-e.  loi  me  à  1  aide  de  ces 
dinix  earaeti'ristiqnes,  en  lanl  ([iie  noinlire  décimal.  (  ,e  nomlnc  ne 
saurait  èlie  un  nomine  eiilier  i  réel  ou  imai;inairel  sans  que  sa  carac- 
It-rislique  |ninci])ale  /  ^x  )  se  réduise  à  une  eonslanle;  il  ne  saurail 
avoir  un  nombre  limité  de  décimales  que  si  J{x)  se  réduise  à  un 
|iol\nome  en  J  .  Lorsque  la  dispersion  spectrale  est  iinilorme.  à  toute 
earaelérislique  principale  /i  x  ).  lonclion  al<^(  bri(|ue  de  .r,  correspond 
un  spectre  (jui  est  nuinbre  ni i^rbri<nie.  Mais  il  n Cn  est  pas  nt'ccssai- 
remi'ut  ainsi  lorscjue  la  dispersion  n Cst  |)as  unilorme  :  un  spectre 
dont  la  dispersion  croît  assez  rapidement  avec  le  rang  des  canneliins 
spectrales,  est  y\\\  iioiuhrc  trcinscendcinl  de  LioiiKillc  quelle  (pie 
soit  la  caracléristujue  [)rinci|»alc  /  (  .r).  i.a  transcendance  du  s|»ectre 
|ieut.  d  ailleurs,  être  due  :  i"  à  sa  dispersion  seule;  :>."  à  la  com|»osi- 
lion  des  cannelures  spectrales;  .V'  à  la  lois  à  sa  dispersion  et  à  la 
composition  de  ses  cannelures  (  -  ). 


(')  I'.  Ai'i'Ki.i.,  Sur  les  fondions  H  dr  degrés  su />érieiirs  i  ('oiiij)les  midus  <lr 
l'Afvtdéinie  des  Scieiues,  l.  l."»;},  191 1,  p.  .is',-5,S-  cl  (Ji7-(3iSi. 

(-}  Les  :in;ilyscs  de  Jii  méthode  speclrjilc  de  Af.  l'etrovitcli  <>nt  piiiii  dans  : 

I"  Itevue  iiénérale  des  Srienres pures  et  ap/dir/uees,  nuiiiéro  du  l'i  iiovoinlire  ii)i<) 
<  .M.  Miiurice  d'Ucaune;: 

î"  E/ist'ii.'nement  mnl/iemotif/ue,  i<p'>,  n"  1   1  M.   A.  IJliii.  ): 

>"  Bulletin  of  tlie  Anitrir.  niftlkeni.  Soc,   r  s,-iie,  vol.  XWII,   iqjm,  p.    tH-oc): 

4"    Wiskundiii  tijdsrkrift,  I.  XVI,  p.   '')'): 

1°  Préface  de  M.  Honri.  aux  Spectres  nuniéritjues  de  M.  i'iniioviTcii. 


DEUXli:)lE    PAKTIK. 

INTKl3KAi.i:S  DKI'IMKS. 


I.  —  Évaluation  des  intégrales  contenant  des  fonctions  arbitraires. 

(Mcmoiic-  cl  Noies  ir"  i,  5,  !l.   1.!,  '10,  \~ ,   'i8,  ÔO,  5i.  irl.  (i'i.  70.  80.) 

9.  Cerliiin.-5  tvpcs  (l"iiiléi;i;ilcs  dt-limcs  s(;  laissent  calculer  sdit  sou? 
la  forme  i'xj)li(ile,  en  termes  Unis,  soil  sous  la  forme  (le  séries  con- 
vergentes, maigre  la  i^éui'i  allié  ■  ii|){)ose(;  sur  les  lonclions  figurant 
sous  le  sii;ne  d  intégrale.  M.  iN'Lrosjteli  fournil,  à  cet  égard,  diverses 
formules  générales  rendant  ])0ssil)le  l'évaluation  d'un  grand  nombre 
d'intégrales  déHnies.  Ainsi  : 

i"  Soient  /(/i  et  <l>(;,  /)  deu.v  fonclions  holoiiioiplie?  pour  les 
valeurs  de  :;  el  di-  /  à  parties  réelles  plus  grandes  (juiinr  valeur 
donnée  /,  el  telles  (jue  le  produiiyY;  )<J>(  ;,  /)  tend  vers  zéro,  lorsque. 
;;  et  /  avant  |jour  parties  réelles  des  valeurs  arbitraires  plus  grandes 
(lue  /.,  la  \ariablr  /  croit  indi-linimenL.   ()n  dura 

(i8j  /      '!>(;:■  À  h-  ti).     ''  '^    ''^_dt  =  —  ■>.-((  z\'\u  z.  z) 

pour  toute  râleur  de  z  à  partie  réelle  plus  grande  que  K. 

a"  Soient  _/ (  /  )  et  4>(c,  /)  deux  fonclions  holomorphes  pour  le> 
\aleurs  de  r  et  de  t  à  parties  réelles  p)lus  petites  qu'une  valeur 
donnée  X  et  telles  cjue  le  produit  y  (/)<!>(;,  t  )  lend  vers  zéro  lorsque. 
^  cl  /  avant  pour  parties  réelles  des  valeurs  arbitraires  plus  petile.s 
que  A.  la  variable  /  croît  indélinimenl.  L^ intégrale  (i8)  a  pour 
valeur  :>."/'(  :;  )(t(  :;,  z)  pour  toute  valeur  de  z  à  partie  réelle  plus 
petite  que  /.. 

3"  Sup[)Osons  que  /'(  n  et  <1»\^;,  /»  soient  liolom(»r[)hes  pour  les 
valeurs  de  ;  et  de  /  à  coefficients  de  /  plus  grands  (ju'une  valeur 
donnée  y.  ci  «pie  le  produit  /(;  )<!>(;,  t^  lend  vers  zéro  lorsque.  ;  el  / 


—  :{()  — 


,i\  aiit   iKiiii'  et  M 'Il  i  fini  l>  tic  /  lc>  \  iilrii  is  miIhI  liiii'o  plus  i;iimili-s  (jiic  y., 
lu  Niiriiiliic  /  (M'oil  iiiilrliiiiiiH-iil .  (  )ii  aiiiii 


".»  ' 


/         '!'(  --.    /  -r-  'XI)  ^ r! (It  =--  •...-/    /(  ;('!>(  C. 

'  '         /  -t-  a  t  —  z 


|>oiir  loiile  valeur  df  r  à  cocKicirnl  de  /  plus  ^lainl  (|ia,'  'i. 

4"  Sup|»0^on^  ([lie  /(/l  cl  •!»  i  C.  /i  snifill  lnt|()mni|ili('s  puiir  les 
\aleiirs  <lr  ::  cl  {\i'  I  i\  <(icllic  icnt-  de  /  phis  pclils  (juc  •).  cl  (|iic  le 
prodiiil  /\/ (t|>(^r,  /  I  IcikI  vers  zéi-o  1()im|ii('  r-  cl  /  :i\,iiil  poiiicuclli- 
cients  de  /  des  vjdciiis  arliitraiiH-s  plus  pclilcs  (puvj..  la  \analjlc  /  iruil 
iudcliniiiicnl.  L' inlr i^rulc  (i()i  (f  pour  ralctiv  — :>.~if{z)*\>{Z,z) 
pour  ton  le  valnir  tie  z  à  ritcj  j'uirnl  de  i  plus  pclil  ifnc  a. 

En  séparant  les  |»ailics  rccllcs  v\  les  |)arlics  imaginaires  des  iiih-- 
^rales  (i8)  et  (  k)),  les  fornuiles  de  M.  I*etr<»vil(  li  coniliiisent  à  nue 
inlinilé  de  formules  expriniaul  les  fonctions  données  sons  la  tonne 
dnne  intt'orale  définie  qui  sera  réelle  ponry  (  ;)  réelle. 

En  faisant  dans  \,\  lominle  (iH) 

■'-  - 
X  =  o.  '!>(  ;.  t)  — -■, 


on  ani\e  à  la  fonnide  tic  Slielljes 


il 


/(^)=U  ^ 


dt 


|on'i(/)   désigne   la    pailic    ii'i'llc  de  /'i // 1  |   \alal)lc    pour   loiilc    lone- 
lion  /(  ri  lioloinorplie  ponr  les  \alenrs  de  r-  à  paiiie  rc(dle  posiii\c  cl 

telle  que  le  (uiolienl  ■^— ^  Icnd  \ers  /cro   lois(pic   /  croîl   indt'liniincnl 
avec  lin  ai '•uinenl  compris  entre eL  -• 

ïs  I  .,  •) 

De  mé-me.  cil  laisanl  dans  la  formule  (|8) 


>,  =  o.         ^^\  z,  I )  — 


zl 


t   -  z 


elle  se  réduit  à  une  ,s<'eonde  lorinule  de  Slielljes 

|oii   -lit)   ilcsi^nc  le  eoellieicnl    de   l   dans  ./< /M  |    \alal.lc    pour    lonic 


-  ;{i  — 

loin  I  II  m  /  (  ri  IidIuhku  nlic  nmii'  lc>  \  iilciir.»  ilc  c  à  |)iirlif  i<Tllt;  |»(»sili\  c 
cl   Iciiihinl    \cis  /.cru   Idisciiic   r-   cidil    iniIfliiiiiiKiil   ii\cc   un   ;iri;ii  imnl 

i|iiclroii(|iir  ((iiuiiiis  ciilrt-      -  —  el   -  •    l,(ir-(]iir   la    li  nul  mu   /  i  r  )    sali-- 

lail  il  CCS  (((iidil  unis  cl  n'csl    |»a,s  ii'-cllc   pour  c- -^ // .  M.   l 'clioN  ilcli  en 
I  ii'c  le  rc'Millai  •-uiN  aiil  : 

Le  cocjjiricnl  \„  île  hi  sêiic  île  Taylor 

f{z)  =  \„-\-  -\i{z  —  a)  ■+■  Ai(z  —  a  )--i-. . . 

iL'/adie  à  une  valeur  de  a  réelle  et  positiic  arbil ntire.  se  laisse 
nteHre  sous  la  forme 


'■■>„, 


«^  0 


n      f /t  -h  I  )  arc  la  ni;  - 


ce  (|u  ou  pcul  aussi  exprimer  sous  la  tornu- 


-'  /  cl(. 


A„  = /      '!;(«  tani:/)  sini  « -4- i)/ cos"-' / 

a"  • 

M.  Pelrovilch  en  conclut,  par  exemple,  que  le  cocflicieut  A,,  relalit" 
à  une  telle  fonction  /{:■)  réelle  j)Our  ^  =  o  est  en  valeur  absolue 
toujours  inférieur  au  coefficient  correspondant  de  la  série  de 
Taylor  relative  à  la  fonction 

^^(2  —  «jlog   (   I-   - 
it  y  u 

où  M  est  une  constante  positive  convenablement  choisie. 

l'iant  donnée  une  fonction  entière  et  du  genre  zéro  '/{^■}-  tm  Ji 
pour  toute  valeur  de  X  et  pour  toute  valeur  ;  à  partie  réelle  plus 
grande  que  A,  les  formules 

/       -, ^, — 7  dt  —  {—\  ," ; —  \e--i{z\\. 

r"  e''  /i,—  ti)    ,        ,        ^  •>.-  <-/"-'   ,  ,    ,, 


(.lisant,  par  cM'inplr.  \niv  iyiv  /<■  {•nc/'/icir/i/  \„  ih'  la  s<iii'  de  Ittylnr 

e--  ■/{z)  =  \9-|^^^^z  —  a)-r-\,^z  —  fl^--^-..., 

où  a  est  une  rulcnr  ijuchniniiic  à  piirlie  rcrlh;  /uisiliKC.  se  laisse 
cxfirinii'r  smts  la  fonnc 

(— n"     .""  e   "■  .     , 

An=  /        , -p-—-/[fl)(tt, 

■>.-       J       {a  —  tt )"-^'  '■ 

(1  (III  Idii  lire  (liviTM-s  liic^alih's  rolalivo  aux  A„. 

10.    Si)il    'j;(/)    une   loiHiioii   réelle   pour  /    rerl,   coiilnnK'  iLiii^  nu 
intervalle  réel  («.  />)  et  lelle  que  rintéi;rale 


•-  tt 


ail  un  >eu>  [lour  loule  \aleur  enlière  jtosilive  (»u  inillr  Av  n.  L  inlc- 
uralc 

r'' 

ô(x)   =    I       ç(/)log(i  —  -i. X  CO^ /  -T-  T-  )  df 
••  Il 

est  une  fonction  discontinue  de  la  variable  x  co'incida/ft   tantôt 
(nec  la  fonction 


tantôt  avec  la  fonction 

'tMx)  =  'lifo  l'ig-^  -!-  À|   (  -   ] 

suivant  (jue  le  |)<)int  .r  se  trouve  à  l'intérieur  ou  à   I  exleiieiir  il  une 
eerlaine  circonlérence  avant  l'orij^inc  comme  centre. 

M.  l'etrovileli  en  lire  diverses  formules  intégrales  fournissaul  ^ous 
la  tonne  d'inti-i^iale  (l<'(iuie  : 

I  "  La  (liHérence  enli'C  le  nombre  de  zéros  et  «le  |iôle>  d  iiiir  lonelion 
méi'omorphe  dans  une  circonferenee  donnée; 

2"  Le  rapport  des  jtroduits  des  modules  deszé-ros  et  do  pôle>  dans 
une  circonférence  donnée: 

.'^"  Diverses  fonctions  svmélri(jues  des  racines  d'une  ('-(pialiou 
algébrifjue. 


—  :!:{  — 

II.    Ijiiiil  (Idiiiicc  une  luiKiiiHi  irjn  ('m'iiIcc!  piir  la  série 
f{z)  =  n„-\-a^z  +  n-i  z^  -:- .  .  . 

(■ini\  ci^iiih'  (iiiiis   une  ciiciiiilV'iciici'   (le    liiNDii    11(111    mil.   mi   a|)|)i'llr, 

li  a|ii("'    M.    iîorel,  sa   /(i/ic/iti/i   tissocire^  la   iuiicliuii  rnlicre  <\r\\i\\r 

|iar  la  si'iic 

((  \  :■         11-^  z'-  c'it-^ 


\  .'X  i.>..'6 

Le  i(~)lc  iiuMucijiic  jonc  la  ioiicl ion  associée  dans  la  llM''()n('  niodcnn- 
(les  séries  de  lavlor  donne  d(!  1  inlérél  an  prnhlrnie  de  rcpi'i'st'iila- 
tiuii  (le  V{  z  \  n  l'aiilp  de  fi  z)  /xir  /<'s  i  nlégrales  définies  poi'LaiU 
sur  fi  z). 

M.  INirovileli  a  ioiirni  |ilii>irnis  solutions  de  ce  problème  el  mis  en 
cxiilencc  des  relations  cxislanl  entre  diverses  parlicularilé»  diinc 
fonetion  donnée  /(ô)  et  celles  de  sa  fonction  associée  F(:;). 

l!2.  Soii  f{X}  une  toncliou  d(''\  (do|>pal)le  jiour  o<^a7<^y~  en 
série  de  Fourier 


et  posons 


0 

o(x,  /■)  =  ^  (''''<  sin  /î.r  -i-  h„  cogner)/-", 


où  la  partie  réelle  de  /'  est  supposée  com[)rise  entre     -  i  et  -|-  i . 


Envisageons  la  transcendante 


C(j:,  a)  =  —  ^[cotrt  («  -\-  x )  -\-  i], 


étudiée  jjar  M.  Appell  (  '  ),  holomorplie  pour  t(.ute  valeur  de  ./•  à 
l'exception  de  celles  qui  rendent  infinie  une  des  cotaiigentes  figurant 
comme  termes,  et  posons 


(')    l^.   Api'ELL,   Sur  (juelqui's  applications  de  la  fonction    V{x)  et  d'aiif  aiilrc 
fonction  transcendante  (C.  /{.,  Acad.  Se,  t.  86,  1878.  p.  9JJ). 

PETROVITCM  'i 


—  :u  - 

un  3  ("Si  une  qnantiti-  icclK'  ou  iuiai;inaiiT  a\t'c  le  coclliticiil  ilf  i 
positil. 

M.   I'rlrii\  iitli  (Iciiittnlic  la  loriuulc 

et,  i:lili>anl  un  rt-snllal  cnunu  ili'  M.  Scliwai/  mit  I  mit  :;ialc  de 
Poisson.  Minnlit'  (|ut'  la  hirniuli'  >ul>M>lf  iiictirc  |)onr  'it  =  <>.  do  soiic 
qu'on  a 

Wf(,i)  =  \\xu-^f     /{z)'\^i  z,  ^)dz         (pour^i  =  o). 

11  dénitiuUi-,    pai-  exemple,    à  l'aide   de   la    même   formule,    que  la 
limite  de  rex[)ression 


(io)  j         R(  ?■[».)•  z.  COS./ c  I  »1>(c.  ,: 


dz 


pour  j=o.  où  R  est  ration/u'/  i'n  >inxz  et  eos./':;  (lorxpie  eetle 
limite  existe,  ce  que  l'on  saura  reconnaître)  s'exprime  linéairement  à 
l'aide  des  fonctions  telles  que 

Cdti.x),  —C{a„x),  j-^C(a,.  x), 

et  des  foncti<»ns  telles  que 


I   gîf.,X^f^l 


où  les  a/  sont  certaines  conslanti'S  et  les  /,  des  ntunbi-es  entiers.  A 
l'aide  de  la  formule  connue 

D  \o^Hi( ax)  —  z( —  X,  a)  —  p( x  —  i,  a)  —  \^ —  i 

[h,  étant  la  transcendante  elliplitpie  auxiliaire  ),  M.  I'(lr(»\  itcli  trou\e 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  auxquelles  doit  satisfaire  R 
pour  que  cette  limite  de  (20)  soit  une  Jonction  méiomorplir  dou- 
bleinrnl  i>f'riodiijUi'  A(t  X.  Inversement.  t(»ule  fon(li(Mi  méromorpiie 
doublement  périodique  j)eut  l'Irc  exjuimee  comme  limite  d'une  inté- 
i^rale  définie  (  :^o  1  j»our  ?j  =  o. 


|){.  l  ne  iiiilic  cliis-M'  iriiilc-iiilo  ilcliiiics  s"(\|)iimiiiil  liiKMii'e- 
liiflil  à  I  aille  (I  une  I  l'iiiiscclK  hiiilr  (  IchTiii  iiiit  tl  i|i'  >i'-,  (|{'ti\  (''fs  siic- 
(rs>iv(S.  {iiii;inl  |r  lùle  iV  (''IciiU'ii  I  siiiipli'.  r>{  h\  >,ii  I  Viilil  i',  flililii'f  |iiii 
M.  l 'cl  i'ii\  ilcli  (liiiis  pltisiciirs  de  ses  Mt'inoiics  vV  Xolos. 

Sdil   |iiiiir  //  ciil  icr  imsitlf 

/. 
/      /  H"  cil  =  ^[  n), 

ini  //  et  7  soiii  (1,>  rdiicliiiiis  (le  /,  où  'i  ( // )  ("Si  liliie  <'l  (l(';li'iiuiii('C' 
pour  //  — -  o.  I,  :>!,  .  ...  Soil  F(  u  i  iiiic  lonelion  rationnelle  de  1/  îiolo- 
niorpiie  pour  les  valeurs  de  n  dont  le  module  est  inft'Tieur  à  la  plus 
Irlande  NaJeur  al)>-f)lue  que  prend  la  fonction  réell<;  «(/)  lorsque  t 
\arie  de  ti  à  h.   L' t nlr:i;ir(lc 

-■\  =   /      F  (  Il  )  /  <ai 
S  cxjtriinc  linéaircineiit  à  l  aide  de  la  Juiiclioii 

0 

et  de  quelques- unes  de  ses  dérivées  successii-es,  après  y  avoir  rem- 
placé X   par   les    racines   d'une    certaine    équation    algébrique 
rattachée  à  la  fonction  F. 
l'ar  exeni|)le,  pour  i'intéyralc 

:^=j"  ¥{e  nat, 
\'r\rn\v\\\  simple  est  la  transcendante 

•*"     s/  Il   -T-    I 

pour 

-•>=./"    [e-<F(i)  — e-«'F(e-')]—         (a>o), 
•-  0 

c'est  la  transcendante 

ao 

0(j")  =  \  log('a  -r-  n)x'^,  .... 


—  [U\ 


II.  —  Procédé  spectral  d'évaluation  des  intégrales  définies. 

1  Nolo  cl  (»ii\iii;;c  il"    1(17.   !  (  S,    11."..) 

I  i.  L;i  mh'IIiihIi'  spoctiiili',  im;ii;mc<'  par  !\l.  l'fl  ion  ilcli  cl  ilmil  le-- 
|U'incipc^  xml  exposés  ilans  la  j)rcniiri('  l'arlic  de  ccl  (  )ii\  iai;c,  s'ap- 
plupii'  lie  (It'iix  manières  (lillérmlcs  an  calriil  des  iiilci;rales  «Idinios  : 

PiiK\iii:i!i".  M.vNjkni:.  Dans  le  cas  d  une  siiilc  Imiili-c  ou  illiniilée 
il  iutri;ralos -■>, ,  -"^o?  -^:i-  •••  ^simples  ou  niulLi|)lt's  )  telles  que  ^^  soit 
liu  uonihrc  rnticr  eoïucidanl  avec  le  coellicieul  a,/  du  dé\elt)ppemenl 

il  une  liUHiKui  eonnue 

fi^.r)■=a^^-halT-^-rl.,.r'--^..., 

les    -\„   sont   dt'lernunés  eonimc  s<':^'ni('nts    ionveuahleuieni  deliuiil(''.s 
d  nu  spi'c/ri'  numérique  rattaché  àf[x). 

Aiu>i.  soil  J\:-)  une  fonction  analytique,  iu)inolo<;ue  à  l'intérieur 
d'une  cireonlereucc  C  de  ravon  Pv  avant  le  point  a  comme  centre. 
C  hnijuc  J  ois  (jKc  l  i  lit  t' ivraie  ih'  Cdi/c/n' 


r(  pour  n  =^  i .  ■'..  •).  ...  lies  vdleiirs  eiilii'ies  réelles  et  positn'rs^  on 
peut  les  calculer  toutes  à  la  fois  comme  segments  tfun  même 
nombre  décimal  S  ratLaché  à  la  fonction  J\z).  I.e  nomhre  S  est 
Iniirui  coiiinic  valoui-  de  rinl(''::ral('  dt'linie 


n  =  « 


c,  A.  rj  étant  des  constantes  convenablement  choisies. 

L'inlé'<;rale  (u'>.)  peut  tFailleurs  être  remplacée  |>ai-  diveises  autres 
(pu  lui  sont  équivalentes.  Dans  certains  cas,  elle  prui  iih'iih'  (•Ire  rem- 
placée par  des  expressions  en  termes  Unis  lormée^  à  1  ;n(l(.'  de  /  '  CI  par 


(!(■■>  oiiiTiit  iiiii>  iiril  limil  Kjiii'.s  clcmcnliiircs.  \iiisi.  cliiKiiir  loi^  (|ii(! 
riiiltgiiile  (If  Cancliv  {:>-i)  i>  poui-  /t  r=  i ,  -a,  .),  .  .  ,  de-,  vjilcui^  titilles 
à  (les  /lonihrrs  t'/i/frrs  rom/iris  en Irc  deux  notuhn's  posilij s  donnes, 
il  exislci'ii  iliii\  en  I  MIS  positifs  cX  li\cs  M  cl  N  tels  que  la  valeur  d  une 
inlégnilc  (jiit'lc()iu|ut' -"^  coïiicidt'ra  a\i!C  l'onlicr  M-f-L/;,  le  iiôiiiljrc  L/, 
étant  l'entier  e()iii|)(ts<''  ilu  ^^ronpe  de  décimales  (  serments  i  du  iioiuhre 

(xi)  /(  a -H  K)-'^)  —  fin) ^ 

e(iininent;aul  par  le  |U'eniier  eliiUri'  si^nilieatil  (pu  su  il  la  (/.'  -  i  iN""'"" 
el  liuissant  par  la  /■  \"'""'  (h'ciniale  du  luiiidjrc  (23). 

Le  procédé  s'étend  aussi  au  cas  des  ->„  entiers  rjnelronfiaes^  réels 
ou  C()ni|)lexes.  11  s  ap|)lique  éj^alement  à  loule  suite -"i, .  -■>2, -"^:ii  ••••. 
<l  intt'^rales  delinies  siin|)les  ou  iniilliples  telles  (piHn  [)Uis>e  ('taMir 
une  correspondance  délinie  entre  cette  suite  et  la  suite  de  coeflicienls 
d  une  série  de  puis<îances  à  coefficients  nombres  entiers  (réels  on 
complexes). 

Si:cu.\ni'.   \i\Mi:RE.  Lue   intégrale   délinie   peut  être    déleniinK-e 

comme  spectre  d'une  fonction /f^)  connue.  C'est  ainsi  que  la  \aleui- 
de  l'intégrale 


.")  =  ^    /     0(4  eos-/)  dt. 


n  —  X 


v'i" 


11=0 

coïncide  avec  le  spectre 

S  ^  o,  l()-^.oo(")on2()()oo~()()(;o'25'.<)00')r)i  i  •  .  • 
de  la  fonction 


/(=-v  (-;)%„. 


De  même,  en  désii;nant  par  :/(/•,  t)  la  partie  réelle,  pour  r  =/•<,'", 
delà  fonction  rationnelle  /^(;)  représentant  l'cnscn)ljle  de /?/.<<;  loo 
|»reiiiierï.  termes  de  la  série  de  Lambert,  et  en  lai>-ant 


a  =  0,U1  .  r'  =^  V    '•  "'r^'  "'*'■•  '*'• 


—  :;s  — 

la  valiiir  de  riiilc^rali' 


coïiiculcra  av(*c  le  spoc^tre 


r^  =  -^    r    <--'••  çC a.  ^t)dl 


S  =  o,()iof>o?of)on(c>()(>oo<>oo3<)()iK)(>()<t(>n' 


tic  /(  r  I,  dont  la  pari  it^  décimait'  >  t'ciit  en  iani;caiil  hdiil  à  ImuiI  les 
i;rnujH's  minicriqucs  (î,,  (î^.  G^.  ....  mi  (  i/.  esl  éiial  an  nombre  de 
diviseurs  de  A  précède  d'nulaut  de  zcrt)s  (pi  il  en  laiil  pour-  (pic  le 
nombre  total  de  chiffres  de  Gjv  soit  c^mI  ù  :>./.. 


III.  —  Théorèmes  de  la  moyenne. 
.  M.tMoires  et  Notes  n-  8(;,  nî.  97,  in'i,  11(1,  11-2.) 

io.  M.  i'ctrovitcli  a  élahli  |diisicurs  procédés  conduisant  à  des 
f/ieo/è/nes  de  la  moyenne  relatifs  aux  valeurs  de  types  i^énéraux 
d  intci;ralt>  délinio. 

1.  l  II  premier  jwoct'dé  est  fondé  sur  la  remarcpie  (pie  les  (piantités 

.7|.  .Vj^ r,,  étant  tontes  /-(''elles  et  /i(is/fi\('.s  et  p  étant   nu  noinl)i-e 

ret'l.  lit  valeur 

^   _    (  J-|-!-.  .  .—  X,t)P 
'"'  /  /'  _)-  __  x'' 

est  tou|our>  compiMse  entre  le-  limites  i  et  /*/'',  ces  limito  |>onvanl 
être  elleclnemenl  atteintes. 

M.  Petrovilcli  en  tire  d'ahord  des  conséquences  relatives  aux  inté- 
grales de  la  f(»rnie 

"  Il 

les  fi  étant  lonetntns  fpielcon(jues  de  x\  réelle.^  dans  lintervalle 
(rintegialion.  IJ inléanile  se  laisse  décomposer  en  une  somme  de 
fermes 

'   a 
(oiiy,  e-t  a  remplacer  par  >a  \  aleur  ab.Milue  j,  miill  ipln-e    par    nii  lac- 


—  :{9  - 

Iriir  H  tnujnuis    riiiitpi  is   entre  ——  et  i,   les  a  i-l    i  chiiil  ou    hn-ii  les 

s,r,i 

limites  a  v\  h  fll(.'>-iiit-ni(s,  ou  Iticu  les  viilcucs  de;  s  ct)m|)iis<,'s  L-nlit; 
rt  et  b  |iiiur-  lesquelles  au  iinuns  l'iiur  <lf>  foncliDU^  y,  (-liante  «le 
si -ne. 

Il  en  résulte  <les  eonsrVjiienees  iiHpdrtanles  relatives  aux  arcs  fie 
eourhes  à  \\\\  iKinihre  (jiiil(  i  iii(|Uf  A\-  iliinensions,  aux  aire>  des  sur- 
faces, elc.  Ainsi  : 

i"  Soient  j",,  .r^,  .  . .,  x„  les  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace 
à  a  dimensions,  telles  que  l'élrnicnt  d'arc  d'une  courbe  dans  cet 
espace  soit  exprimé  par 

Considérons  nue  partie  s  de  lou;^uenr  liuie  de  I  arc,  c<mtinue  ou 
brisée,  le  lonj^  de  laquelle  l'arc  j>résente  une  allure  invariable^  c'est- 
à-dire  le  lon<;  de  laquelle  chaque  coordonnée  Xi  varie  constamment 
dans  un  même  sens,  en  croissant  ou  décroissant.  Soit  \t  la  valeur 
absolue  de  l'accroissement  lini  de  la  coordonnée  xi  lorsqu'on  passe 
d'un*^  extrémité  de  l'arc  à  l'autre.  La  loniinear  s  a  pour  râleur 

OÙ  h  est  un  facteur  toujours  compris  entre  —  et    \ .  Dans  le  cas  par- 

ticulier  de  courbes  planes  Best  compris  entre  0,7071 ...  et  1;  pour  les 
courbes  i;auclies,  ce  facteur  est  compris  entre  o,5774---  e^  '?  <?t*  • 

On  peut,  et  cela  dune  infinité  de  manières,  déformer  et  alloni;er 
jusipià  une  certaine  limite  un  arc  donné  aux  extrémités  fixées  et  d'al- 
lure invariable,  sans  qui-  lallure  perde  son  caractère  d'invariabilité. 
De  combien  se  laisse-t-ii  allonger  par  une  telle  déformation?  La 
réponse  est  fournie  par  le  théorème  de  M.  Petrovilch  : 

(  >n  peut  allonger  un  arc  à  allure  invariable  au  plus  ynjois  sans 
en  altérer  i invariabilité  d'allure.  Celte  limite  d'allongement  est 
eirectivenient  atteinte  dans  le  cas  particulier  où  l'arc  s,  primitivement 
réduit  à  une  jjortiou  de  droite 

£,  J-,  —  «1  =  £2^2+  Oi  =  ...=  Zn^n—  «/(. 

ûr,  =  cdiist..  £/  =  di  1  , 

est  déformé  de  manière  à  se  confondre  avec  la  li^ne  brisée  formée  de 


—    iO   - 

//  poiiioiis  tic  (lit)ili-  parallrlcs  aii\  ii\r>  ilo  cntirdnuiu-cs  cl  ahoiilis- 
-.int  aux  cxlrcniilcs  de  l'arc  |)iiinilil  .s. 

\:n  paiiicnlicr.  on  peut  allnii^cr  1  aii'  \  d  une  coiirltc  |ilaiic  au 
jdiis  \  >  =  I  ,  j  I  j>...  l(iK>.,  cl  laie  dune  courbe  i^auclic  au  jilu^ 
\   î  =  \.~^20...  (ois  sans  (jue  ^ou  allure  cesse  d'«'^li"c  inNanalilc. 

Les  mêmes  convidcrali(>n>  >•  clcudcnl  à  t\t"^  conidounccs  cur\dii;nc-. 
cl  conduisent  à  des  pro|)osilions  du  «icnre  de  celles  «pii  |ti-ccè(lcnl . 
Klles  s'appliquent  éi;alemenl  à  des  problèmes  varié*-  de  Mt'canicpic. 

•>"  Considérons  la  surlace  1*  engenilrée  j)ar  un  arc  S  de  la  courbe 
plane  quelconque  tournant  autour  d'un  axe  pris  pour  l'axe  O.r.  Dési- 
gnons : 

(/.  Par  A  la  \al<'ur  abxiluc  de  1  aiic  plaiK'  liniih'c  par  I  arc  .v,  l'axe 
de  rotation  O.r  et  les  ordonné-cs  des  deux  cxh-cmitcs  de  1  arc  s: 

h.  Par  B  l'aire  plane  avant  pcuir  valeur  :  ou  bien  la  valeur  absiduc 
<le  la  denii-dinérence  des  carrés  de  ces  deux  ortionnccs  cxln'uics  (dan■^ 
le  cas  où  la  courbe  varie  constamment  dans  un  même  sens  entre  les 
deux  extrémité  de  l'arc  .ç\  ou  bien  la  somme  de  valeurs  absolues  des 
demi-dilTérences  des  ordonnées  successives  aux  extrémités  des  arcs 
partiels  variant  toujoui-s  dans  un  mt'mc  sens  (en  lesquels  on  peul  pai- 
lajjerl'arc  5  dans  le  cas  où  le  sen>  Av  \arialinn  cbani;c  entre  ces  cxlr-i- 
mités^; 

c.  Par  R  le  c<')té  du  carré  avant  pour  surlace  A  —  B- 

F.cs  considérations  précédentes  ont  condiiil  M.  Pelnixitcii  an  llicd- 
rème  général  siii\anl  : 

L' aile  (le  bi  surface  P  esl  égale  à  celh'  iV une  circonférence  de 
rayon  /-^/.Pi.  t,ù  'k  est   un  facteur  compris  entre  y.i  ^=  l,l8^):^... 

et  y -i  =  i. /{[[■'. ...  quelle  rjue  soit  la  surface  de  révolution  et  farc 
s  considérés. 

Le  ra\ou   /•  île  la   circoulcieme  a\aiil    l.i    -mlacr    cigale    à   I  aire    P    a 

Jiinsi  pour  valeur 

/■  -  /.H;i  —  i  I. 

où  /.  désigne  la  cuM^lanle  nunieri(pie 

vAi  -f-  \/'-A 

A  =  =  I  .  )«)  I  - .  .  . 


—  il  - 

ri  l:i  \;iltii."  ,il)->i  tliir  de  z  ne  siir|);i>s('  j;im;ii>-  l:i  \;iI(Mii- 


«le  soitf   i^n'cn   pnniiiil  /■  ^  i ,  .'io  i -R    r<;i)ciir   coiniiiisi'  ii'dllcint 
\)  pour  i()(»  j)iii/r  ((hciiik;  surface  de  r<h'oliitioii . 

y  II  (les  a\;inla^('s  apjjri'cialtles  de  ces  |)io|)osili((iis  ((tiisi^h;  eu  ce 
<|iicllr>  loiii'iiissciU,  à  I  aidr  de  plan  i  met  if-.  oïd  mai  it'>.  (,'l  (|iicl(jiic 
irrci;uli("'rc  (juc  puisse  ri  rc  la  ■-urlacr  d(;  léxidiihon  conbidérée,  des 
limites  cul  I  <■  les(pielles  >e  liom  e  (oni prise  1  aire  I*,  ainsi  (lue  le  ra\  «»n 
correspondant  /  .  Les  limites  aiiiM  obtenues  sont  les  limites  le  plus 
resserrées  possible  tant  (piOii  reste  dans  le  cas  <;énéral,  car  elles  sont 
eirecti\emenl  alleinles  pour  certaines  surlaees  particulières  de  révo- 
lution. 


M.  iVtrovilch  a  a])pli(|ué  les  mêmes  considéi'ations  à  une  (diile 
<rintégrales  déllnies.  Par  exem|)le,  les  trois  fonctions  ii^  i-,  w  de  la 
varialile  ./•  ('-tant  réelles  et  positives  dans  rinter\alle  i a,  h),  et  m.  //, 
j>  étant  des  constantes  réelles  (|iieleon(jue>,  on  :i  la  loiiuulc 


r" 


i")i'  clx  —  0 


r''  r'' 

/       i\u"'i'  dx  -^  I      ivv>"i'(lj- 


où  0  es/  un  coefjicieni  toujours  compris  entre  i  el  2i'    '. 
On   en  lire  ainsi  les  lormules 

r''       , \    r''  r"  "I 

/       ti'  \   //- —  n-  ({x  =  '),        /       117/  tlx  -H    1       ne  dx    , 
•  ((  L  '  "  •  "  J 

-^^=  zz^  0.,        /        -  dx  -H    /        -  dx\. 

4iù  ^1  est  compris  entre  0,707  \. . .  et  \,  et  Oo  entre  o,353.'). . .  et  1 . 

Ces  formules  permettent,  entre  autres  applications  |)Ossil)les.  de 
comparer  le-,  intégrales  du  i;enre  elliptique .  liyperelliptiijue^  etc., 
à  des  inté«:ïrales  portant  sur  des  ionctioi.s  lulionncllcs.  \.  inl('':;rale, 
par  exemple 

r>'    

/      //<  —  Lx*  dx         'h       ...  /.  >  <... 
'-'  ,1 


-   i2 


est  tmijtmrs  romprise  »^iilrt' 

/A  I 

'    '  >  J 

«M 

\/A  (lillérence  «^nlre  1  iiilé^ralr  i\c  .l(Mi>en 

-^    /        loi;  in..(l/(  3  I  <//.  z  =  ^je'>. 

-^    f      I-.ui  P^  Q  )dt. 


et  rintt'^iale 


iMi  I*  et  ()  (lcsii;neut  le>  xaleurs  ahs^lues  delà  partie  réelle  et  du  coef- 
licient  de  /  dansy(pe"),  est  toujours  comprise  entre 

•  1  ..  ,  .  - 

\0"1  =  —  O.  )  |()1  . . . 

2 

et  H.  ees  limites  pnmant  rtre  flleetix  cmenl  atteintes. 

II.    l  n   autre    |)roc<'dé   de  AI.    I'«irn\  iicli    concerne    les    intégrales 
réelle-,  ou  imaginaires  de  la  forme 


■*4i 


f" 


i'  dx. 


OÙ  //  et  r  soni  diiix  fonctions.  r<''elle-  ou  imaginaires  de  x.  Sous  la 
seule  re- tnction.  relative  an  c!i<niiii  d  intégration.  (|iie  celui-ci  smt 
réel  et  de  longueur  Unie,  M.  l'elro\itcli  t'-ialilit  le  llii'orénie  de  la 
moyenne  vui\anl  :  On  <i 

-,'•  pi>  \    r'' 

I       m-  (h-  =  -     /       n- dx /       V- dx        O/ici"-. 

(n'i  y  ==  M  —  V.  c  étant  une  mlcur  ronif/fise  entre  a  rt  h.  cl  0  i-tant 

III              II                                     .            .    ù  —  a 
une   râleur  (/ont   le   module   ne  surpasse  ja/nais et   (jui   se 

/■reluit  à  lorstpic  u  cl  c  <>nt  soit  la  partie  réelle,  soit  la  partie 

iniaifin  a  if  ■e  c  o  m  m  une. 

L'intérêt  (|ue  présente  cette  ("orme  du  I  lu-orénie  de  la  moyenne  con- 
siste en  ce   (|u"elle  conduit  à  d(''comp<i^er  l'inté-gralc  {:i\)  en  ileux, 


—  i:;  — 


ilniil  l'iiiir  ne  ilf[i(  ikI  (|hc  (le  //  cl  I  ;iiitit'  <lc  r,  ;i\  ce  un  Iriiiie  COrreclif 
ilonl  (tu  rnnnaîl  les  liimlc-.  supci-ieiii»^  i-t  Inlciiciirf.  f  t  cela  sans  auciinc 
restriclion  sur  //  rt  r  aiitir  (|iir  cellr  ([iif  h--   inti-^ralfs  aienl  un  >ens. 

M.     I*f|l(i\  llcll    flillllll    C":!!»-!!!!'!!!    la    iullUlllf 


r''  I   r'' 

j       in>  djr  ■=  -^     I       (  M  -+-  (•  )'-  //.r  —  0|  /  fi 


(ii'i  y  (M  r  ont  la  slf^nilication  précc-dcnle,  0,    (tant   un   factoiir  dunt  le 
inodiile  ne  surpasse  lamais »  el  cela  au>si   sans  aucune  n-dic- 

lion  .sur  u  d  r  autre  (|ue  celle  que  les  intégrales  aienl  un  sens. 
A  l'égard  des  intégrales  plus  générales, 


=    I    H,  Ui...  Un 


dx. 


où  les  ///  sont  des  fondions  de  x  quelconques,  et  L  étant  rai-c<rinlé- 
gralion.  en  renianjuanl  c|ue 


l.-5|<;^y(l«,l-...-l«.lr' 


dx. 


M.  Peli(i\  ilcli  est  conduit  à  diverses  applications  intéressantes  dan> 
les  évaluation-^  des  intégrales  définies  et  dans  la  tliéorie  des  séries  de 
Tavlor. 


A  l'intégrale 


=      1  IIV 


dx 


se  rallaciie  la  remar([ue  curieuse  .sui\ aille,  due  à  M.  Pelrositoli  : 

Il  est  nianifesle  qu'il  n'existe  aucune  fonction  u  de  ./•  telle  que  l'iii- 
tt'grali'  A  ait  une  \aleur  lime,  délerminiv"  et  di Jfércnli'  de  zéi'o  (juel 
([ue  Noit  le  j)olvnoine  i'  en  .r.  11  existe  cependant  des  fonctions  a  de  x 
pour  lesquelles  ^  a  une  telle  \aleur  (juel  (jue  soit  le  polviioine  c  en  x 
à  coefficients  nonihres  rt/i,'x^6/vVy«e5  (entiers,  coniiuensurahles  ou  irra- 
tionnels algc'l)ri(|ues,  réels  ou  imaginaires,  positifs  ou  n<''gatifs).  Tel 
est,  par  exemple,  le  cas  de  la  fonction 


1 
"  =  — ^- 


e\  '  —  1 
la  racine  carrée  \  x  avant  sa  dt-termination  positive. 


TIUIISIKMK   PARTIE. 

ÏIIKORIK    DKS    roNCTIONS. 


I.        Fonctions  définies  par  les  séries  de  puissances. 
I  M -moires  et  Notes  ir"  -iG.  51,  5:i,  (il,  G:!,  GG,  70.  71,  S'i.  88,  1(i:!.   119.) 

10.    Les  recherche.»^  de  M.  Pilinx  itcli     iir  les  lonclioii--  dcliinrs  piir 
les  .séries  de  puissances 

<  -i'))  /(  .3  I  —  «Q  4-  rt  1  -  —  «2  --  -T-  .  .  . 

M^  rattiiehenl  |trinci|>alenieiil  aux  zéfos,  à  la  i;ran(!eiir  de  module  (M 
iiux  valeurs  asvnij)loli(|iu's  de  /  (  :■). 

I   II    llii'i)i-t"'uie  général   an(|iirl    ilaniNc    pai'   une  a|i|)lical  mn  appro- 
price  du  llu'orènie  de  M.  ilailamard  •  iir  le  iiia\iniii  ;ii  de  luodulc  d  iiu 

<l(''l<'riHinanl.    aux   eocllieieuls    du    d(''\  rloppeiiuiit    de  — .»     loiiiiiit     le 

nuiveu  de  calculer  des  liuiiles  inférieure-  des  \aleurs  annulant  unr 
•  éric  de  puissances  donnée  lor  (pi'nn  'C  donne  la  loi  de>  coellicienl^- 
dc  la  série.  Le  tlii''oiénie  de  M .  i  'cl  inv  ilcli  cl  le  mii\  ani  : 

Si  r 01}  J orini'  la  Jonction 

n  =  X 
1     V^ 

(  ^(i  )  «(/■)=  —     7    I  a,i  I'' /•'-■■'. 

//  =  0 

/>/  foncliu/i  y  I  '■  I  /.'''/  tfui/t/t  -l'fo  à  r i nti'rii'iir  du  icrcle  aydnl 
I  ori<:in(i  coninie  ccnln-  et  la  iiilrtir 

,  ^,  I  ao  I 


\J  u  (  r  I 

comme  rayon,  et  cela  ijiiel  ijin-  suit  r  [ihis  jii-lit  /jne  le  rayon  \\  '/r 
convergence  de  (aS). 


—  io  — 

M.  i.iiiidaii  (  '  )  ;i  ilcpui  .  iii(li(|ii(''  (raiilrc-  iiindcs  de  di'innii  Iralioii 
d(i  tiM'iiir  I  In'orciiir,  mai',  la  dciii(iii>l  lal  idii  |)riniil  i\  c  dr  M  .  Pcl  tox  il(  Ii 
(HC'ciilc  I  avantage  iucimlc- laide  de  ne  mi|)|)(c.('|-  niic  de.  lails  li-^ 
(»lir  ùifiiicnlairc'.  de  la  llicoiic  ^ciK-ralc  i\i-  .  luiiciion  cl  d"a\iiii"  iioiir 
hnx'lc  lln''(trrmc   ptircmciil   ali;rl)n(|iir     iii'  le    inaxiiii  uni  du  dclciiiii- 

U.llll  . 

Le  thron-nie  de  M.  iNliovilcIi  e>-l  (ihsolninanl.  i^iTirral  et  ne  siip- 
|)()N('  rien  sui-  le  .  eoeriitieul>  île  /  (  c  ).  H  e  1  dune  apjjliealicui  prallque 
tiè'  laede  :  nu  peul  -ul»  tiluer  aux  eDelïieieul  .  rt„  de  U{Z)  (raiilre> 
(•(leliieu'ul'    c„  \v\-^  <|n(iii  ail 

Cn  Z  I  «;/  I 

et  ([ue  I  ou  >a(lie  calculer  la  soninic  de  la  iKunelIe  -érie  m  :■  i  ain  i 
<»l)lenue. 

Lor'(|UC  Pi  est  inliui.  la  Idueliou  réelle/M  ;  )  eoninienee  par  décroître 
pour  /■  eroissanl  à  |)artir  de  zéro,  allcinl  un  niiniuiuui  |)osilit"  L  apré> 
lc(pi(l  elle  croîl  constamment:  on  aura  la  \aleur  la  plus  éle\éc  |)o- 
sihle  de  A  en  priMiant  L  eoinnie  valeur  de//(  ;.  ). 

Lor-(ju<'  R  est  fini,  la  valcnir  la  plus  élexée  possible  de  A  sera  Tune 
ou  1  autre  de  deu\  \aleurs 

I  «0  I        ^^  I  r/„  I 


I       I  •    •     •      '/"  •    •  -         ■  I. 

>ui\anl  (pie  la  derisee  — -  est  po  iti\e  ou  ui-^alixe  pour/-=^  li. 

La  limite  inférieui-e  de  A  ain>i  Irouvée  est  la  limite  la  plus  /j/rcise 
possihii'  taul  (pi'on  re-  te  dans  le  cas  général.  En  effet,  elle  e>-l  ellec- 
livemenl  atteinte  par  le  zéro  de  la  fonction  (  -  \ 

f{  Z  )  =    -^ ■  =  —  I  -+-  ^  -a-    -2  -I-   -3  _f. 

I  —  :; 

-M.  iNliiix  itcli  appli(|ue  le  lliéoréme  aux  (on(Mions  entières  d'un 
genre  (ini.  En  désignant  par  M(  /')  le  maximum  du  module  d'une  telle 
lonetion    Viz)    lor.'(pie    le    module    de    :;    est   égal   à    /.    /•   ('■tant    une 


(  '  )  !•:.  L\NDAU,  Sur  tjueh/ucs  théorèmes  de  M.  Petro\itrh  sur  les  zéros  des  fondions 
/inalrtir/uc's  (  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  igoS  ).  —  Le  ihéorcme 
est  aussi  exposé  dans  E.  FouicT,  Leçons  élémentaires  sur  la  théorie  des  fonctions 
analytif/ues,  2°  Partie,  p.  iK-  (dans  la  seconde  éditiDn  aussi  la  page  8.>  ). 

(■)  Cas  signale  par  M.  I,aiidau  (loc.  cit.). 


—  i(î  — 

\analilc  icellt'  poilue,  ou  sait  (jiu-,  (jucl  (|iii-  --oil  le  nnmlirc  it'-rl  iM 
|)iisit il  7.  |(-  i^nidiiil 

.M(/-.e   *'-^'" 

rcsic  iiilciKMii'  il  iiii  rcitiim  iKunlirc  liiii  N  loiciiir  /'  \;iiir  ilc  n  à  X  . 
\| .  l'i  i  I  ii\  i|(  Il  iii(li(|iic  comiiitiil  la  (•(iiuiai>>'aii('e  :  i  "  il  iiik'  liinilc  ■  ii|»i'- 
ncure  «lu  iKimlut'  .N  correspond  à  une  \aleur  (lountc  dr  a;  \>"  <lt'  la 
\alcur  (jut'  prend  V {^z  )  pour  ;;  ^o;  3"  du  j^oure  p  de  ecltc  loncliou, 
p(  rinel  de  ealeiiler  des  liniiles  inférieures  <les  nioduU's  des  zéros 
de  V  {^z  \  et,  dune  manière  plus  "énérale,  des  \aleurs  (!<■  ::  |)uiir  \v^- 
«(ueiles  F(^)  prend  une  Naleur  donnée  à  TaNanee. 

l'ai-nii  les  aulres  application" .  nous  <mi  eileron^-  imc  d  (Hilrc  licnéial 
el  concrrnant  la  i;randfur  du  niof/i/fc  Diinininiit  iliiiu'  loiiclioii  aiia- 
lvli(pie  le  louii  d  une  cireiuilerencc. 

Le  lliéorènie  connu  de  ^T.  Sclioii  exprime  une  relation  d  inc«ialitc 
enlrc  le  mor/f/lc  iiictrinu/nt  Mi  z)  le  loni;  d'une  circonférence  G  de 
rayon  /*  ayant  l'origine  coninie  centre,  d'une  fonction  /'(  c  )  holomor- 
])lie  à  l'intérieur  de  C  et  sur  G.  et  le  nombre/*  de  zéi'os  dey(:;  ) 
compris  dans  G. 

I^e  résultat  au(|uel  arri\e  .M.  l*eti-o\  iteli.  à  laide  de  xui  théorème 
sur  le  module  nnnimum  des  zéros  dey  (^  ),  exprime  une  relation  d'iné- 
galité entre  le  moditlc  niini/nttni  de  / (  z)  le  long  de  G.  et  le  nombre yj 
et  se  résume  dans  le  théorème  sui\ant  : 

Le  ininiinittn  du  module  de  J(z)  le  long  de  G  ne  surpasse 
jamais  la  valeur  (-)    »  où  /.  esl  la  valeur  (aj). 

17.  Parmi  les  propositions  de  AI.  l*etro\  itch  concernant  les  limites, 
inférieures  el  supérieure' .  des  grandeurs  d<'s  modules  d  une  série  de 
puissances,  nous  en  indi(|iierons  les  sui\antes  : 

1.  La  série  ^\,^z"  ayant  pour  cuetlicienL  général  le  produit  de 
coefficients  correspondants  dune  suite  de  séries 


V  a,, 


1"' 


à  coefficient  réels  ou  complexes,  a  pour  (ou/e  raliiii'  de  z  comprise 
à  l  intiricur  du  cercle  de  coinergence  commun  aux  séi-ies  (2H), 


son  mudiile  injrrieur  à 


V/„(,i)J,i)...>(-?i. 

où  r  =  I  ;  I  f  ^ 

II.  l 'niir  Iniilc  \alriir  <li'  r  pimi  l;i(|iifll('  la  >('y\v  ^<i„z".  à  coefli- 
cieuls  réels  <»ii  rnmplcxcs  cnin  eri;<-,  A'  imxlnli'  de  la  série  wic/'^c" 
rst  plus  petit  ijuc  la  ralenr 


^■)\. 


9(s)=  |a„|/'-f-|a,  \i>z~\a._\i>z'- --.... 

III.  Soii 

(29)  f{z)  —  a^A-  a^z^  a-iz"--^.  .  . 

une   série  à   coeflicicnls   réels   et   positils.   les   deux   pieniiers   coefli- 
cients  «„   el  «i    |>ouvanl.    d'ailleurs,    a\  oir   des  valeurs  réelles  (juel- 
C()nqu(;s.  Soient  .r,,  a^..  ....  .r„  des  quantités  réelles  et  positives  dont 

la  somme  s  est  |)lus  petite  que  le  rayon  de  convergence  R  de  (:î9^- 
On  a  la foiDiuli' 

/(:r,^...+  .r„,  =  0[/(^)^...-/(:^)]-,.0_n/ro). 

OÙ  h  est  un  farteur  loujoiirs  cornpiis  entre  -et   i.   Les  limite> — 

et    1    sont  eflTectivement  atteintes  pour  une  fonction  ./  (^  1  arbitraire 
lorsque  les  Xi  sont  négligeables  par  rapport  à  l'un  deux,  ou  bien 
lorsqu'ils  sont  égaux  entre  eux. 
On  a  ainsi  la  formule 

/(:r,  )-^...^/(.r„.  =  A--OB. 
nù 

H  =/(5)-«/(^^) +(«-i)/(o), 

0  étant   un  facteur   toujours  compris  entre  o  et   i.  et  ces  limites 
étant  atteinte^  dans  le>  deux  cas  ci-dessus  indiqués. 


—    iS  _ 

IS.    \l.  H  >icl  a  Mutialc  If  lail  (|ii  claiil  iloiuic  im  dcx  cloitucnu'iil 

/(  :;  I  =  «0  -+-  « I .-  -^  </2  -'-  -t- .  .  . . 

tm  |iriit  lui   >iiltliluor  (et  c*'lii   d  luic    iiiliiiiti'  t\r  luaiiirres  )  iinaiilio 

<lc\  (■|(>|l|lflll('lll 

ç.c.  =  A„^  A,--— .\,--'-T-... 

à  corlli(  ifnl>  A,;  UDiuhvo  cn/iuiK'/isinti/'/cs.  a\anl  iin"ii!c-  >mi;iilarilcs 
([uo  y"(  r  »  (lan^  Imilf  rcijinn  du  |)lau  où  le  .  deux  louclions  cvlstcnt  ('  ). 
^1.  l'elro\ilcl»  iiinntrc  cju  on  peut  clioi>ii'  les  A„  roinineiisiirablcs 
lie  telle  nianièi-e  que  le  moilide  <1('  la  dilleicncc  y  (  c- »  —  'f(^^  ^oiu 
daiiv  un  cercle  donné,  plus  petit  (ju  un  nond:re  z  donné  à  1  avance.  H 
étahlit  am- 1  le  théorème  sui\ant  : 

Vue  fonclion  an'ilrti'juc  f  {  z  \  [>ci(l  rl/-r  représnitce  dit  roisi- 
nai,'i'  de  tout  point  ortlinairc  z,  etcnec  une  approximution  voulue, 
par  une  séiie  de  puissances  o(  ;)  à  coefficients  coininensurables, 
avant  des  di'nonnnateu rs  rci^lcs  par  des  /ois  donnt'cs  à  l'ciK'ance 
(  avec  certaines  re>tricti  )ns  de  converi;ence). 

On  |ieut  disposer  de  ces  dénominateurs  de  manièie  à  >atis|airc  à 
diverses  conditions  voulues,  comme,  pai'  exemple,  à  1  une  (pielconque 
de?»  conditions  suivantes  : 

i"  Que  les  deux  t(inclion>  /'  et  '.;  aient  nn-nres  sin gularit<'s  dan^ 
toute  réi;ion  du  plan  où  elles  existent; 

2°  Que  'Si  soit  une  série  de  pui^>>ances  à  coeflicients  nomlire-  entiers 
divisée  par  un  nombre  entier  ; 

3"  Que  la  fonction  'j;  se  rédui-  e  à  un  pidynnuie  en  c  à  eoellieients 
nombres  entiers,  divisé  par  un  iioml»iiw////V'/-. 

li).  11  existe  une  inlinilé  de  >érics  de  piiivancch  à  eoellieients  /(x) 
réels  jouissant  de  la  propriété  remarquable  qui-  leur  réduite  de 
degré  n 

(3<>)  /„(  T)  =  ft„-^  niX  -^  rtj.r^-r-.  .  .—  a,iZ" 

ail    tous   ses  zéros   réels  (uiel  que  soit   //.  De>   exemples  eil'eetils  de 

(')  E.  Ko RV.i.,  Leçon. s  sur  lis  fonctions  iiiérimxi>rit1ies.  p.  3G. 


—  i:)  — 

pareillo  srrlcs  onl  t'l(''  loiinii'^  |i;ii  (rii;iiii<'->  IriiiixcmhiiitrN  ('•|iidi(r> 
pai"  AT.  I  laid  V  (  '  I. 

\I.  l'iiroN  ilcli,  <liiii>  MMi  Mciiioiic  i~\)  |ir(''.sriil(';  au  (^(»n;;rr>  iiili'i- 
iiatidiial  dr>  Malli»;nialiciciis  à  Konic  K^oH,  iv-soul  coni[)lùlL'ni('nl  1(,' 
|>i-(iblriu('  (le  troiivci'  les  cuiKlIlions  iK'ccssaircs  ef  sii/Jisd/iles  |)()ur 
(|ii  il  en  sdil  aiiiM  <i  Ion  nul  aiii^i  le  niovcu  de  fnvnier  e[l l'clivcmenl 
toutes  les  sriies  de  jutissances  jouissant  de  cette  propriété. 

Soit  A„(r/u,  a,,  .  .  .,  Un)  le  discriminant  de  la  réduite  y„  (  s)  et 
formons  l'équation  algébrique  en  x 

1)1)  A„  I  On.   a\ rt„^i.   J?  I  =:  O. 

Eu  (Icsi^iiaiil  par  /.„  la  plus  jxiilt,"  laciuc  positive  de  {.\\)  et  par  <} u 
sa  plus  petite  (en  valeur  absolue)  racine  négative.  M.  Pelrovileli 
iiKince  le  lliéorèmc  siii\anl  : 

Pour  que  f{  z)  jouisse  de  la  propriété  considérée^  il  faut  et  il 
suffit  ([II' on  ait  a-,  -<  -y-^  et  que  chaque  coefficient  a„{  :i  <C  n  )  soit 
compris  entre  les  deux  racines  correspondantes  ).,<  f^t  '-'■«• 

Les  co<'nicieiil-.  r/„  d  "une  pareille  série  satisfont  à  linégalité 
(  Il  —  \)cl'l..^  —  xai,a„^,^    u 

montrant,  par  cxem[)le.  qu'il  ne  peut  v  avoir  deux  coefficients  a^ 
consécutifs  nuls,  ni  un  c(»ef(icient  nul  entre  deux  coefficients  afTect(''s 
d'un  même  signe. 

l'oiii'  les  séries  à  a„  jiositifs.  le  tliéorèine  prend  la  forme  suivante  : 

Pour  (jiie  fiz)  jouisse  de  la  propriété  énoncée,  il  faut  et  il 
suffit  (pie  chaque  coefficient  a,i('i'^n)  soit  inférieur  ou  égal  éi  la 
racine  a.,. 

M.  iVlrovitch  fait  voir  (jue  dans  ce  cas  f{z)  est  une  fonction 
entière  de  z  égale  au  produit  d' un  produit  canonique  du  genre 
zé-ro  par  une  exponentielle  e"-^.  Le  même  théorème  a  depuis  été 
rencontré  par  M.  Monlel  dans  des  recherclies  plus  générales  (-  ). 

(  ')  IIahdv,  On  t/tc  zeios  of  a  ctassc  of  i/ite::rcct  funclions  i  Tlie  Messeni;er  af 
Matlieni.,  iH)veml>re  lo"),  p.  1)7-101). 

(-)  P.  Mo.NTKL,  Sur  les  famittes  nornuilen  di'  fonc/ions  analyti/jues  {Aimâtes  <.le 
l' Evote  .\orinale  supérieure,  3'  série,  l.  \\\III.  ujifj,  p.  jSi;. 

i'ictuovitcii  i 


uO 


Le  nioilule  de /(;)  est,  j)»tur  louU'  valnir  z  ^=  re" .  \A\\>  |>ilit  ((lu* 
ffo^^^3;•\  où  '■V(z)  est  la  lonclion  onlière 


V^  e-  *"■ 


a  =  —  lii^  x. 
•i. 


■j  ('tant  la  constanic 


"m 


Les  zéros  de  /(.r)  croissent  avec  «  plus  vile  (|ue  2*//.  M.  I*i'>lya  a 
dt'inontré  que  les  Iranseendanles  /'(5  )  à  coeflieienis  (t„  po.silifs  eom- 
inen>urables  ne  satisfont  à  aucune  équation  di (férentielle  algé- 
brique 1  M- 

Il  esl,  d'ailleurs,  facile  de  former  des  séries  ./*(^  )  en  nombre 
illimité  :  il  existe  une  inlinité  de  suites  io„,  to,.  Wo,  ...  telles  que  y^a„~-" 
étant  une  série /{:■),  la  série  "^tOnanZ"  l'est  également. 

Les  transcendanles/i  c)  ont,  depuis  les  travaux  de  M.  Petrovitch, 
été  l'objet  des  études  plus  ajjprofondies  de  M.  Polva  (-)  et  de 
M.  Montel  (•<). 

20.  Il  existe  également  une  iniinlié  de  séries  de  puissances  à 
coeflicients  /"ee/^  jouissant  de  la  propriété  que  ni  la  série  elle-même^ 
ni  aucune  de  ses  réduites  de  degré  pair  n'aient  des  zéros  réels. 
Telles  sont,  par  exemple,  les  séries  élémentaires 


Il  : 


Désignons  p;tr  }./t  l'intégrale  définie 

(32)  À/,  =    /      m'^dt, 

'-  il 

où  les  limites  a  et  b  sont  arbitraires  mais  réelles,   u  et  r  étant   deux 


(  '  )  G.  l^ÔLYA,  Ziir  iinliTsiidiung  (1er  GrossenordiniiiL:  L:<-iizer  /■'iinc/ionen  cfù; 
ciner  Dijfcrential  i^lei<  hun  ;^  i:emii,'cii  (Aclu  malhefittificti,  IM.  WWII,   uj-'-O). 

(•)  G.  PoLYA,  fjeber  Aniiiili.eruiii!  durrh  Polynôme  nul  lanter  reellen  Wurzeln 
(  Rendiconli  del  Cirrolo  mal.  di  Palcrino,  I5d.  XXXVI,  i;)i3,  p.  '.!)  ;  Ueber  die 
Zusamnienliani^  zwixrlien  dcr  l:onveri;enz  con  Polynoni  fol^en  und  der  Vei'leiliini,' 
ilirer  wurzelni  (  liendironli .  I.   WWII,   ii|i(). 

C^  )  P.  Mo.MEL,  toc.  cit.  —  Noir  aussi  la  Noie  de  M.  15.  Jk.nt/.si;ii  ilaiis  les  Coniples 
rendus  de  t' Académie  des  Sriences.,  niiinéro  du   l'I  mars  i|)i'|. 


I(mclii)ns  arhiti'iiln's  de  /  réelles  (|;iiis  I  iiiler\;i]|e  (((,  A),  el  u  ;^;ir(lfnil 
lia  si^ue  invarial)le  dans  eel  iiileiv  aile. 

M.  I^clrovilcli  nionlre  ([iie  si  ^i(„z-"  i;sl  ii m-  srrit;  à  pi opricir 
('noncca,  Iti  série  '^/,,i(i„  z"  l'es/  ('l'ft/t'/iic/i  f .  Il  arrive  a  (ii\eis<'N  pro- 
posiUons  siii'  le  nindule  maMiuuiii  de  lelli-s  séries  le  lon<^  d  une 
(■iieoniV-rencc  donnée,  siii-  le  module  iiiiniiniini  (Je  leurs  zéros,  sur  la 
(ji-^t  ril)ul  mil  de  ces  zéros  (ainsi  (iiie  des  zé-ros  de  ieiir^  redmio  d  un 
iirdre  donne  )  dans  le  plan  de  la  \anal)le  r.  etc. 


II.  —  Un  mode  de  décompostion  des  fonctions  analytiques 
en  éléments  simples. 

(  ML-moires  et  .\ole-^  ti°'  M,  48,  ôi,  78,  00.) 


21.    Toute  fonction  anahiKjue  se   laiss(!  représenter,  et  (•(  lii  dune 
lidinité  de  manières,  par  des  intéfj,rales  de  la  forme 


(33)  /  Kl  ^  3 


>/f. 


où  11  e>|  une  ionclnui  ni/io/i /lel/r  en  z,  (pu  la  di'limt  dans  une  iéi;ion 
déterminée,  du  plan  di's  :;. 

Ainsi,  la  formule  fondamentale  de  Caiielix 

(34)  /..-)  =  -!-.   f{^^dt, 

ainsi  (pie  celles  qui  s  en  (leduiscui  par  des  dillerenlialion-.  des  (  lian- 
<i;emenls  de  la  variable  on  du  clicinin  (rintéj;ralion,  hjurnissenl  des 
expressions  analytiques  de  y  (^c)  sous  la  forme  (33).  On  en  déduit 
également  une  infinité  d'autres  formules  du  même  type  <mi  les  appli- 
(piant  à  des  fonctions  assujetties  à  des  conditions  plus  |iaill(iilléres 
I  par  exem|)le  les  formules  ecuinues  de  Stielljes  (  '  )  J. 

D'auli'c  pari,  une  fonction  y(;)  étant  donnée  par  son  dévelop- 
[leinenl  taxlorien,  le  coeflicient  j^énéral  a ,i  s<'  laisse  mettre  d  une  inli- 
iiile  de  manières  s(nis  la  lorine 

(33)  a„=:^  ^{/i  )  =  I   !(/•"  (/l 


(')  ^jïlELTJl•;s,  Sur  fe  cle\eloppemént   de   \o'^Y{<i)  (Joar/ui/  de  Matlu'muli'iins 
pures  et  applipuées,  1889,  P-  4"i-44^^ 


t  II  cl  i'  ('•laiil  IniKi  Kui.s  (le  /  I,  on  smi>  l;i  luniic  d  iiiic  >.miiiic  tic  [larcils 
Icnucs,  ce  (|tii  lail  (|iic  /i  z  i  sera  icprcscnlcc  S(tii>  la  loiiiic  i  .').)  i.  (  )ii 
connaîl  des  solulions  ilii  prohlcmc  cl  exprimci-  (t„  sous  la  loriiic  (  ,),)  i 
|)(»nr  (les  classes  1res  ('•lendues  des  fondions  anal\  tiques  (  MM.  Horci. 

I.C    IXON  .    Sliclljcs  I. 

Or.  si  Ion  suppose  (|ii On  >c  donne  à  laNancc  une  lonclion  /(  c  » 
cxprinn'C  sons  la  lonnc  (  .».>),  \l.  l'elrovilcli  reniarcjiM-  d"al)ord  (jue  le 
coctlicicnl  h„  i\r  la  sciic 

R(  /.  z\  =  bç>^  l>iZ  —  h.,z--^... 

se  laisse  exprimer  sous  la  fornu'  de  la  somme  d  un  iKunluc  liniilc  i\r 
lennes  de  la  lornic 

«(  /?  —  I  )  (  n  —  •>.)...{  n  —  A-  )  5  (  /i  ), 

où  /.  ne  dc[icnd  pa-~  de  n  et  où  -"\  i  //  )  Csl  ilc  la  lorme  (35).  Les  lonc- 
lions  corrcspondanlcs  //  cl  /■  ne  d(''|)endenl  pas  de  //  cl  d(''pendenl 
alj;ébriquemenL  des  fondions  de  t  liguianl  comme  eoellicienls  de 
diverses  puissances  de  ::  dans  R. 

CdU'  sim|dc  remarque  comluil  M.  I'did\ilcli  au  llic(U"èmc  sui- 
\.inl  : 

l".ii  (li'sii;nanl  j)ar  -^ ,  (  //  ).  A.^(  n  i.  ->:j(  n  ),  .  .  .  les  diverses  inU'^rales 
de  la  l'orme  (  .').")  i  rallacliécs  à  la  Coud  ion  y'(  c  i.  cl  par  h^^Z).  Oj(  r- ), 
O-, (  ;  ),   ...  les  diverses  fondituis 

0 

correspondant  à  ces  intégrales,  l(i  foncliou  J{z)  se.  laisse  exprimer 
comme  combinaison   linéaire  à  coeffîcienis  conslanis  de  fermes 

1  dz  az- 

3:)  ',  ,j   ,_         _^        .,  ^ 

"    '    '         c/z  ilz- 


Les  roiidi(»ns  0'  c  )  joiicnl  ainsi  le  yù\r  dune  >iM\v  d  clcmen  I  s 
simples  j»ar  rapport  à  la  loiidionyï  c  i  à  iafjuclle  elles  se  lallaclicnt . 
La  «pieslion  de  conveigenee  des  Ol  ;  i  est  ('•troileinenl  liée  a  celle  des 
\aleurs    asvniptotiipies    des   intégrales   -"^l/n.    I^es    égalités   asvnipto- 


-  m  — 

Ikiiio  (II'  l.;i|)hH'(\  I  ):ii'])iiii\.  1°  liiin  nie.  Il;ini\.  l 'oitiriin'-,  l.c  ltii\. 
iiiiiM  (|ii('  les  «li\('rs('.s  iiu-^alito  nhil  i\  es  a  A(//i,  dniil  (|ii('l([iics-imt». 
(I  mil'  ixii'Um'  iit'iK'ralc,  soiil  durs  a  M.  IN'I  i'on  ilcli.  I(mii'iii>m-iiI  << 
(Ml  il  laiil  itoiir  n'soïKlrc  le  |ii'i>l)lriiic.  l'ainii  les  0(  ;  i.  il  \  fii  a  i|iii 
soiil  lonclioii.s  ciilièrcs  de  r  d  M.  ! 'cl  lov  ilcli  tiuiMCf  des  rèj;l<J.s  |i()iir 
reconnaître  s  il  en  esl  ellecliveiuenl  aiiiM  dans  des  cas  eonsidé'rés. 

L'ex[)ression  aiiaUlKjue  cl(\s  loiielntns  0(::),  soit  sons  la  lornic  de 
séries  (  .3()  ),  soil  eoninir  iiili'i^iali' 

(38)  0(s)=   /  — - —  dt, 

se  prèle  à  1  ('■Inde  (h'-laillée  des  parlicularilés  de  ces  lunclions.  en 
mettant  en  csidcnce  des  relations  existant  entre  les  diverses  parlicn- 
laiih's  des  0(  r  1  et  celles  des  fonctions  //  cl  /•  (|iii  leiii-  sont  rallaclif'-es. 

L'expression  de  0  (  r  )  sous  la  tonne  (  3()j  délinit  0(  c  )  à  1  inlt'iieiir 
d'une  circonférence;  l'expression  sous  la  forme  (38)  en  fournil  le 
proloni;ein('iil  anal\li([ue  dans  loiil  le  j)laii.  Cliacnne  d'elles  mel  en 
évidence  do  pailiciilarités  de  Oici.  La  première,  par  exemple,  se 
prèle  direclemenl  à  l'application  des  résultats  récents  de  la  théorie 
des  séries  de  puissances,  concernant  les  relations  existant  enti-e  la 
maiiiére  dniil  \arie  ^{  n  )  avec  n  et  celle  dont  Oi;)  croît  avec  c;  oi: 
l)ien  entre  les  j)articularités  de  -")(  ii)  et  les  sini;ularités  de  Oi  ;  i.  se> 
zéros,  ses  j)è>les,  etc.  La  seconde  expression  est  souvent  plus  c(»m- 
mode  pour  le  calcul  iKinK'rique  de  HiZ)]  elle  rend  j)ossible  1  étude 
des"  propriétés  de  Oiri  au  delà  du  cercle  de  convergence  de  la 
série  (  36  I  correspondante.  Elle  .se  prête,  par  exemple,  à  l'étude  dc^ 
valeurs  asvmptotiques  des  ()(  ci.  de  la  distribution  de  leurs  singula- 
rités dans  le  plan  des  c,  de  la  manière  dont  se  comporte  Hi  z  \ 
lorsque  ;  ajiproche  du  cercle  de  la  convergence  de  la  série  (  3()  i  ou 
bien  d'une  de  ces  singularités,  ou  lorscpie  ;  tourne  autour  d<'  celle- 
ci,  etc.  Les  Mémoires  de  M.  Pelroxitcli  conliennent  plusieurs  nsiil 
lais  importants  à  cet  égard  cl  font  voir  la  possibilité'  d'établir  une 
théorie  générale  de  la  correspondance  eniri'  les  élénu'uts  (  a,  b.  n.  i  \ 
et  la  fonction  analytique  /"(  c:")  à  hujiielle  ils  se  rallac  henl. 

Les    fondions  /'(  c  )   apparaissent    directement    sous  la  torme  de 
éléments  (  a^  h.  ii.  r  )  dans  un  grand  nombre  de  problèmes  d'Analvse. 
Il  V  a.  par  exemple,  une  iulinité  d  ((piations  dilli'reiili(dles 

<•>'.))  /(:r.  j'.  y  I  =  () 


—  rii  - 

(loiil  linlfiiiiilc  i;cai'riilr  i'>l  «If  la  lniiiic 

oi'i  "/.  et  'J.  xtlil  Itiiict  liiii^  (le  ./•  (i  I"'  une  loiuiioii  ra  I  mn  lirl  le  de  (  !. 
M.  l 'cl  iii\  ilcli  t'iioiui'  li'>  ciiiulit  loiis  iK-ccssaircs  cl  Millisaiilo  pour 
(iiril     cil     siiil     .iiii><i.     L  inlt''i;ralc     i  y  tl.x.     mi.     |ilii^     i;('ii('Talcinciil . 

/  Il(  .r.  y  )  </.?■.  •»i"i  Iv  csi  11  lie  tniici  KMi  rutiiiiiiiflli'  en  r  <'i  ([iicl((iii(|iir 
CM  ./  .  nri-c  li'  loiii;  d  un  clicniui  tloiuic  L  cl  c(uiM(U''rce  coiiuno  lonc- 
lioii  de  la  consUinl»'  diutéiiralion  (-  m-  pi'csciilc  alors  dircctcinfMil 
par  ses  rlénienls  ia.  h.  u.  /).  Tel  est.  ciilii'  (Uitics,  le  ras  tT  ii  in- 
('tiiKilinti  itli:i-hri'/ii('   du  jncinier  ordre  à  fioinls  critiques  fi. res  et 

du  acnre  zéro.  L'inléiiral»'    i }' '!>'  '^'"'•i  '1''  l'i  Imiue 

C  V{x,  C)dx, 

où  I'  ("^t  une  fonction  rationnelle  en  C,  les  coeflicienls  fondions  de  .r 
dépcndanl  ali^ébriquenient  des  fonctions  fonrnies  |)ar  rinléi;ratioM 
d'une  équation  de  Riccati  et  des  coefficients  fi<;urant  dans  l'équation 
ilillirciitielle  donnée.  Elle  se  laisse,  par  le  ju-océdé  précédent,  déconi- 
poseï-  en  éléments  simples  dans  lescjuels  interviendra  rinléi;ral('  d'une 
écjuation  de  Riccati.   Dans  le  cas,   par  exem])le.   de  Técpiatiou  hieii 

Mlllplc 

y' -^  xy^ — a2j'  =  o         (a=:0()nst.), 
l'intégrale 

(y  -{-  %  \  d.r 


£ 


sCxprinie  par  la  transcendante 


OfC 


■^"  V/i  H-  1 


Ha|>pclon>  encore  (pie.  n  élanl  une  conslante  doni  le  coefficient 
de/  e>«t  positif,  loule  fonction  di'fiiiii^  par  une  >érie  de  puissances 
dont  le  coeffieienl  j;énéral  e>l  une  fonctuui  ralionnelle  de  s\nri/i  et 
«osa//  admet  comme  l'ii-ment  sinij)le  la  transcendante 


0< 


=  'V  \iol('xn  -t-  J3  I  -t-  i]z" 


—  55  — 

(a  (M  'j  ('Ijiiil  des  coiislimlrs  I  Ikt  ;i  I;i  Idiiclion  I)  h 'i^O  i  i  ::  i  di'  la 
théorie  des  lonclions  clliplifjiio  par  la  iclation  foiiclioniicllc  connue. 
Ceci  ('(tudiiil  à  un  procédi'-  pour  c.rjifinicr  les  fond ùms  rnéro- 
//i(if/i/n's  iloiihli-nti-iil  iirriodliiiii'.s  sous  la  forint'  tT une  inl/^grale 
(h-Jinic  jioilani  sur  des  combinaisons  ralionnelles  (Vexponen^ 
tiellcs,  (i\.ec.  les  /imites  d' intégral  ion  — oo  et -f- x  ([tiohlénie  déjà 
résolu  par  II.  Poincaré). 

III.  —  Transcendantes  spéciales  intervenant  dans  des  problèmes 

généraux. 

(Mémoires  el  Notes  n»'  60,  (il,  (56,  (iS.  71,  75,  91.) 

^'i.  Il  serait  relativement  lac  lU'  d  iniaj;iner  et  de  construire  eflec- 
livenienl,  autant  qu'on  en  veut,  des  transcendantes  nouvelles  définies 
par  leur  développement  de  Taylor  et  qui,  par  la  forme  de  leur  coeffi- 
cient général,  se  prêteraient  à  l'étude  de  leurs  diverses  propriétés 
par  les  procédés  usuels  de  la  théorie  générale  des  fonctions.  Mais  de 
telles  transcendantes  ne  sauraient  présenter  un  intérêt  réel  que  si 
Ton  pouvait  leur  faire  jouer  un  rôle  dans  des  questions  d'ordre  plus 
général,  ou  bien  si  elles  se  présentent  comme  éléments  de  calcul 
dans  des  pruhlènies  intéressants,  comme  éléuK'nts  de  réduction  [)our 
les  classes  plus  ou  moins  étendues  de  fonctions,  etc. 

Plusieurs,  parmi  les  transcendantes  nouvelles  signalées  et  étudiées 
par  M.  Petrovitch,  remplissent  bien  ces  conditions. 

Tel  est,  dahord,  le  cas  de  la  transcendante 

û  (  ^)  =  I  -(-  s  -1-  ^  -H 


4         54        '-^3  79, 4^3 

ayant  pour  coefficient  de  z^  la  plus  petite  racine  positive  de  l'c-qua- 
tion  numérique  de  degré  il  en  x 

A„(i,  I.  Ào,  Àj,  .  .  .,  À„    1,  :r  I  =  o, 

dont    le   premier   membre  A„   désigne   le   discriminant  du  polynôme 
en  :; 

I  +  -  +  X.  Cî  -^  Aj  S^  -^  .  .  .  ^  À,,  C« 

après  y  avoir  rem|)lacé  A„  par  x. 

La  série  ti(  r  )  signalée  et  étudiée  j)ar  M.  Petrovitch  représente  une 
transcendante  nouvelle.  C'est  une  fonction   entière  du  genre  zéro, 


—  SCy  — 

<*i;iil«'  an  produit  ran()ni(|ii)>  du  ^cmc /(■ru  pai  rcxponcnlirllc  e  '.  Elle 
a  une  iidinilc-  do  zônis.  loii^  iccis.  uc^alils.  InlV-rit'urs  à  i  cl  crois- 
>anl  a\i'c  // ,  en  \alciii' ahxilin'.  plus  \  ilc  (pu-  // 1  ^  2  )  .  Son  uindulc 
pour  :■  =z  le"  csl  nilciicui-  à  <l>i/e\  :il,  où  <l>(  c  i  dési<;n('  la  loncliou 
i-nii«'rc 

*(:;)  =  >  r-  -",  2=  -lut:'.). 

0 

(  .oiisidtT()U>  les  lonclKiMs 

/{  Z  )  =  Of,-^  (Il  z  -^  (l.>Z''  -}- .  ..(//  —  I  -■>.    ).    .  .  .  ) 

«lices  prcccdciumciit  cl  |(tuib>anl  de  la  pioprnlc  (pi  (dic.s-mcmo  cl 
toutes  leurs  réduites  d'ordre  n 

/«  <  =  )  =  -^ii  -I-  ""'i  -  H-  .  . .  -^  ««  -"  (  «  =  I .  u.    5,   .  ,  .  ) 

aicul  toutes  lcui>  Z(''ri»s  rcrls.  V.u  lai>an!  ^/,)^=r/,  =  i  (ce  ipii  \\r 
<liminuc  inillcmcnl  la  m'iicialih- ).  la  tidiiscfiidanle  0 1  :;  )  fie 
M.  Peti'inilch  Jonne  dans  l' espace  fonctionnel  une  soile  de  fron- 
tière entre  le  cJiamp  fonctionnel  des  /(-  )  à  propriété  énoncée  et 
le  reste  de  fonctions.  En  eiret,  parmi  les/(r),  la  série  û(  ;)  est  celle 
•  iii  les  coeflicients  a„  atteii^nenl  leurs  plus  grandes  valeurs  pas- 
sibles. 

!23.   La  Irauscendanlc 

0 

(où  a  est  une  constante  à  partie  réelle  positive  )  étudiée  é«;alcmcni 
]iar  M.  l*etrovitch,  intéressante  par  elle-même  par  la  simplicité  de  la 
loi  de  son  coefficient  i^énéral,  se  présente  dans  diverses  questions 
relatives  à  des  fonctions  cnlicrcs.  II  ^c  iiousc  (pu'  ccilamcs  |»ailicu- 
laritcs  intéressantes  (Jes  fondions  a  éludici-  se  tradiiisenl  pai-  des 
in('';;alilcs  entre  le  eocfficicnl  tavloi'ien  général  «„.  ralla(  lu''  à  la  fonc- 
lion,  (;l  une  fonction  dctcniuiK-c  de  .son  ran^  //  s  c\pi  iiniiiil  |iislcnicul 
à  laide  du  coeflicienl  i;énéral  de  la  si'iic  Xiz.  ai.  Les  pro|)ii('lcs 
connues  d(;  celle-ci.  en  vertu  de  la  corresj)ondancc  existant  entre  la 
loi  du  coef(icient  a„  et  les  particularités  (mode  de  croissance,  valeur 
asvniploliipie.    Iiinites   de    \aiialiou.    dcii>ili'"    des   /.('-ros,    etc.)    de    la 


fonrlion  (?oiM'('S|KHi(lanle,  p('iiv<.'nl  alors  condiiii-e  ;'»  dfs  pro[)riét<'*s 
des  iniictioiis  à  ctiidi».'!-.  La  iKinsceiifbvnle  A(;.  a)  se  prrscnte  alors 
comme  rli-nictit  de  com paiaison  et  fie  cnlciii  |k)Ii\;iiiI  icndre  d»; 
vérilahles  services. 

l\Trnii  les  proposilioas  de  M.  I'tliu\  itdi  mclliiMl  cm  <'\i(lenee  ce 
rôle,  nous  signalerons  les  snivantes  : 

I.  Le  niiidiilc  (lu  cocllicHiii  //^iliini'  fonction  enticif  sinij)le  le  <'sl- 
à-dire  dont  l'expression  en  pnxliiil  di'  lactenrs  prinKiiie>  est  dé- 
ponrvuc  du  lactcnr  exponentiel  )  cl  rliin  genre  fini  est,  à  partir  d'un 
certain  rang  liai,  constamment  idus  petit  (jue  le  coefficient  corres- 
pondant de  Al  "a;,  ^3),  où  A  et  'p  >ont  des  constantes  positives  indé- 
pendantes de  n.  l'oiir  les  fonctions  du  genre  zéro,  cette  inégalité 
s'étend  à  tous  les  coefficients  a„- 

Le  module  d'une  série 

f(z)  =  x---b,z^l>,zi~..., 

ayant  son  coefficient  gé-néral  h„  égal  a  la  /.  '"'"puissance  du  coefficient 
général  flune  fonction  entière  simple  du  genre  zéro,  est  plus  petit 
que  1(  lir.  /»  i.  où  h  =  (;J-c)^  et  a  désignant  la  somme  des  inverses  des 
modules  des  zéros  de  /  (  :?  i.  Le  module  du  n"'""^  zéro  de  /'(  z)  croît  au 
moins  aussi  vite  que  /;'',  etc. 

IL  La  transcendante  A(  ;,  ai  se  présente  aussi  comme  élément  de 
comparaison  pour  toute  série  y(  c)  =  ïrt^;"  à  coefficients  réels  ou 
imaginaires  tels  que  la  série  ayant  pofir  terme  général  |  ""^'  1 
converge  uniformément . 

La  série  J (  z)  représente  alors  une  fonction  entière  de  ;  dont  le 
module,  pour  toute  valeur  de  c  =  re".  est  plus  petit  que  |a„|  A(uLr,  i\, 
où  a  est  la  constante  précédente.  Ceci  fait,  par  exemple,  voir  ([ue 
l'intégrale  de  Jensen 

iatlacli<e  à  /(  c  i.  a  sa  \aleur  plus  petite  que 

'"Sl«u|  —  l«g'  1  -^  yre  •"  /; 
que  les  zéros  de  f(z  )  croissent  au  moins  aussi  \ite  que  leur  rang.  etc. 


r;s  — 


III.   D'une  iiiiuiiiTi'   pliiN   <;i-nt'rale.  toulo  i<'s  fois  qu  il   rxisle   un 
nombre  fini,  ifcl  posilif  a  Ici  que  la  série  avani  pour  lernie  général 


(  MnMi-i;!'.  la  série  représente  une  fonclion  t-n/irrc  de  r  dont  le 
iiHulule.  pour  toute  \aleur  .3  =  re^'.  est  plus  petit  que  |r/„|  Afyc,  a), 
où  -•  et  a  sont  des  constantes  positives. 

IV.   Soit 

f{z)  =  1-^  aiZ  -r-  a^z--^  a-iZ^  —  .  .  . 

une  série  avant  pour  coeflicient  gén(''ral  «„  un  df'-lerminant  d'ordre  n. 
lornié  d'éléments  réels  ou  ima<;inaii'es.  tels  que  la  série  à  double 
entrée,  formée  des  carrés  de  leurs  modules,  converge  uniformément 
pour  ji  indéliniment  croissant  :  soit  A  la  somme  de  cette  série. 

La  série /(  z)  représente  nue  fonction  entière  de  c  dont  le  module, 

pour  toute  valeur  c  =  /-f",  est  plus  petit  que  A  (  /•  y'X.  -  )  :  ce  mo(hde 

jjour /■  croissant  indéfiniment  croît  ///o//?.v  rite  ([ue   re''';   l'intégrale 

de  Jensen  rattachée  à /'(r  )  a  sa  valeur  plus  petite  que  loi;  A  (  /•  \0..  -  j; 

les  zéros  dey*!  ;  )  croissent  au  moins  aussi  rite  que  la  racine  carrée 
de  leur  rang.  etc. 

M.  Petrovitch  signale,  d'ailleurs,  de  nombreuses  classes  de  fonc- 
tions pour  lesquelles  l'iiftervention  «le  la  transcendante  Air,  a) 
fournit  des  limites  inférieures  et  supérieures  de  leurs  modules;  le 
mode  de  croissance,  la  densité  des  zéros,  etc. 

A  .    La  transcendante  A(;;.  a  )  se  [)résente  aussi  comme  élément  de 

réduction    pour  certaines  classes  d'intégrales  délinies.   T(d    est,  par 

exemple,  le  cas  des  intégrales  par  lesquelles  se  calcule  l'aire  limitée 

par   Taxe  des  jr,  les  ordonnées  correspondant  à  ./•  =  o  et  x  =  \  et 

l'axe  d'une  courbe  intégrale  quelconque  d'une  équation  linéaire  et 

homogène  d'un  ordre  (juelconque.  réductible  à  l'aide  du  <  hangement 

de  variable  indépendante 

X  log^  =  t 

à  une   équalifin   à   coefficients   constants,   l/aire    s'exprime    ]):ir    une 


—  r,o 

sonimc  (le  Ici'ino  lie  l;i  |i)tiiif 


G cl      (.  ' 


<lri'  [ 


rcl.ilifs  i't  Idiilcs  1rs  laiiiU's  (le  l'rfjiiiil  nui  (  Miiicttjrislique  iii  /    i;illii(lM''C 
à  r(''([iiiili()ii  lim'aii'f;  Iraustoinn-c  j)ai'  <<■  'liaiiticmcnl  de  \arial)lc. 

Il  en  est  de  iiirinc  de  lain.'  lolalf.  à  dioih.-  di-  l'axe  dc>  O  )'.  limilée 
|(ar  l'axe  Ox  <•!  lare  d  iiuc  eniiihe  iiili  ;;iale  qiiclediHjiir  d  iiiii-  ('qua- 
llou  linéaire  ri  lidmogène  d'mi  ordre  (jiielconque,  rédueld»li'  à  l'aido 
du  (diani;enK'ul 

à  une  équation  à  eoetlieienls  eonslants. 


iil.  La  li'ans(endanl<'  Aie,  a),  jouant  ainsi  un  rôle  d  msLrunienl 
utile  lie  calcul,  méritait  une  étude  approfondie  et  a  été  Tohjet  de 
plusieurs  Mémoires  et  Notes  de  M.  Petrovitch.  C'est  une  fonction 
entière  de  ;.  appartenant  par  son  mode  de  croissance  au  type 


où  A,^',  A"  sont  des  constante»  [josilncs.  Lorsque  c  croît  indéfiniment 
dans  la  direction  des  valeurs  réelles  positives,  la  fonction  A  tend 
asvmpl()li(|ueniciii  vers  la  fonction 

y  7.6 

LUe  a  une  mlinité  de  zéros  et  le  module  du  y>'*'"'^^  zéro  croît  avec  snii 
ran<; /j  au  moins  aussi  vite  que  j9*. 
Le  cas  particulier 

A(  c,  ij  =  >  — , 


qui  se  présente  dans  plusieurs  problèmes  généraux,  se  prête,  grâce  à 
la  possibilité  de    l'exprimer  par  une   intégrale  dé-Mnie    très    simple, 


—  GO  — 


.1  uni'  flmlf  [iliis  ;i[)|)r()l()ii(lic.  On  ii.  pour  loiilc  \iilrtir  r  — =  /c", 


<'''[7^-^û-rT7^.h' 


Li>r.s(jii('  ::  Iciid  vcr>  1  iiitini  ihiii-^  une  (lircclKui  (|iicli(iii(|iic  ii  tlniilc 
ili'  1  axe  iinai;in;ili'»;.  le  luodiili'  (\v  A(  c,  i).  alu'-i  (|iic  (  rliil  (rime  f|ii(l- 
(■(•nqiie   de   ses   dérivées,  aiii;m(nl<'    iiidclimini'ul .  iiiai^  an    plii''  aussi 

\  Ile  ((lie  1  cxpiessioii  zc'' \  pour  les  direelions  à  i;aii(lif  de  cet  axe,  ces 
modules  tendent  vers  zéro. 

Lorsque  c   •  Toît  ind«''liniment  daii^  la  dircetmn  des  valeurs  n'-cllo 

j)osili\es.   l(z.  \)  tejid  asympiotiquenient  vers  l'expression   \e'' \rz. 
où  A  est  la  constante  numérique 


/f 


I  ,  rlo3.(. 


I.a  eoiirhe  y  ^==  \(  z.  il  a  la  ilioite  "/ =  i  rommc  asvmplole 
pour  X  =i  —  y^  '.  lorsque  x  eroît  de  —  ^c  à  +  x.  la  courije  eommcnee 
à  décroître  au-dessous  de  cette  droite,  coupe  Taxe  des  x  en  un  point 
qui  se  trouve  entre  ./■  =  — 89  et  ^  =  —4'»-  atteini  un  minimum 
négatif  j' =  —  o.68j~2...  pour  une  \  aleur  n(''i;allve  de  .r.  à  pailir  d(^ 
laquelle  elle  commence  à  croître,  coupe  de  nouveau  Taxe  des  x  en  un 
|)f>int  qui  se  trouve  entre  J?=  —  i .  |o5  et  37=  —  1 .  'iofi.  coupe  ensuite 
la  droite  1'  =  i  pour  x  =  o  et  croît  iiid<''(ini;nciil  en  icndant  asvm|)lo- 
liqnemcnt  ver.s  la  coiirhe 

y  =  A  ^xe''. 

V  étant  la  Cf»ns(anlc  iiniin'i  ujuc  pii'ccdenle. 

La  fonction  A(c,  1)  a  deux  zéros  réels  négatifs  (  comj)ris  enlrr'  les 
limites  indiquées  tout  à  l'Iieure)  et  une  inlinili-  de  zéros  imaginaires 
qui  se  trouvent  tous  en  dehors  de  la  bande  ((im|iiisc  .  nii-e  les  deux 
droites  }'  +  <?r:  ^  o  et  r  —  ct:  =  o.  et  «lonl  les  modules  eioissent  au 
moins  aussi  vile  que  leur  rang. 

La  (onction  a-h\(z.  1  i.  où  a  est  une  consianlc.  a  au  pins  deux 
zéros  réels,  à  savoir,  en  désignant  par  /.  la  <-onsiaiile  À  =  o,()8--v. .  .  . 
égale  à  la  \aleiir  du  ina\iimiiii  néi;atir  de  Ai  z.    1  )  :   1  "  si  a  '^  /  .  il  n  \ 


-  01  - 

il    j»îii    <l«t   7,«ro-,    n''«'U;    v/'   ni   a  =-'/,,  il  ^    a    un  7J:ro  réel  <ioul>l<' 
'»"  >»i  n  <i  *A,  il  ^  il  tlf'MX  7.(trti*>  %irn[il*rH  n<?^atif«», 

IV.       Fonctions  entières  généralisant  les  fonctions  exponentielles 
et  trigonométriqoes. 

M    «riorrc»  <  ».   N',)'  v  f.  '  ;<-'.  ^î.  «'«.    1  H.    Hf?,» 
!2.'î.     Si,    «Jr-IflT  I  (;X)»tC^.«>io(l 


/ 


f  " 


(7 

lit 


on  r<rf»i[j|»'irf;  «  frf  /'  p;u  (\\Si:v^i:-!  fondions  <Jc  /f  r<Mrll«:^,  Uiu*:^  <-»  cori- 
linufr-i  \>(>ttr  f  rrompri*.  'ian^  rinl^-r^allc  ré^rl  *ft  («ni  ia.hu  on  a  <Je«» 
"iiiilfs 

I,       7,,,       '/j,       '/v,       ... 

f-ri  nr»ml»n:  illirnitt'.  1^»  mvw.%  ('X\n\'u'v.%  jiar  M.  l*elrovîtcli 

f  1.2  i.a.3 

1,2  \.t.A.\ 

Ii»'t's  par  la  rr-lalioii 

:»  /■  -r  /  .  —  'i .     /  '  / 

I*  irjiiflW;-!,  *lafn    h;  ca-»  païUculifti   d-     /  r«;(iuiscnl  aux 

frffir  tir.fi^  i\{-\XU'A\\.ik\VfS 

')(ar)=e'  r;/  =z  cofrx,        ^^i x f  —  'îutrx. 

rfîprésenlf'nt,  danî»  le?  cas  rie  r  variable,  des  Iransccmlanle*  variées 

ftouvanl..  sous  plusiniirs  rapporU.  iHif.  r,onsif}/-i'''P.s  coininc  'jf'itfh-n- 
lis  (I I.  in  n  fb:  r /"  *  fo  ncl  io  n  s . 

O;  sonl  ries  rrmetîons  nniihres  «ie  x,  da  yiftnvK  zéio  ou  un.  \jt 
foririion  ^(xf  n'a  qu'un  nombre  limilé  de  zéros  réels  et  un  nombre 
lirnii»-  '!'•    iri.i\ifn;i   <i  <!«•  (frjriîrf!;i     \.(,f-niit'  r  augmenl<'  în'l'fîniment, 


-  a-i  — 

^(x)  aiii;nu'nlf  iUl^^l  iiulcruiiiiuMit  ou  lucn  liiul  \ri>  /.ci»»,  .mii\;imI 
rat'i^uint'iil  a\cc  Ictiut'l  ./•  ;m^mtiilf.  I  ont  ci'ci  i'>l  f^iilrnu'iil  valahlc 
pour  les  ilcrixces  d  ordrr  (luclcoiuiut'.  (|iii  ^oiil  loii|oiii-  loiiclioiis  df 
im'-nu'  «'.sjx'iH'. 

I.«vs  fonctions  -'^^{^r)  et  -"^ji.r)  sont  osci(ltin/r\  |Knir  ./•  iccl.  a  un 
nombre  illinillr  ddscillalions.  avant  un  noinhif  illinulc  de  zt-ros  réels 
positifs  et  néi;atifs  et  nn  noniljre  limité  de  zéros  puienu-nt  imagi- 
naires. Elles  ne  surpassent  pas,  en  valeur  absolue,  une  certainr  limite 
linie.  pour  aucune  valeur  réelle,  finie  ou  infinie,  de  .r.  Tout  ceci  est 
éjialenient  valable  pour  les  dérivées  d'ordre  qutlcoïKpie  de  -^i  et  ■'^■, 
qui  sont  toujours  fonctions  de  cette  même  espèce. 

Des  analoi;ies  plus  profondes  avec  les  fonctions  e''-'\  cosr.r,  sin/-.r 
apparaissent  dans  le  cas  où  la  londion  //  i;ard('  un  sii;ne  invariable 
entre  a  et  b.  Dans  ce  cas,  en  dé$ii;nant  par  M  et  IN  la  j)liis  j;rande  et 
la  plus  petite  valeur  que  prend  la  lonction  /•  dans  lintcrNalle  (  fi,  A), 
M.  Pelrovitch  arrive  aux  résultats  suivants  : 

La   fonction  ^[x)  nu  aucun  zéro  réel,  ni  aucun  zéro  imat;inairc  à 

coefficient  de  /  compris  entre  —  Tf^*^  "+~  \ï  •  '^''  *^"  mén.e  temps, 
;•  garde  un  signe  invariable  dans  l'intervalle  («,  b),  la  courbe  réelle 
)-  =  :s(^x)  varie  constamment  dans  un  même  sens  lorsque  ./  varie 
de  — oo  à -h  X,  sans  pi'ésenter  de  maxiina,  de  mininia  ni  de  points 
dinilexion.  et  il  en  est  de  même  d'une  dérivée  quelconque  de  ^[x). 
Le  polynôme  obtenu  en  arrêtant  la  série -"^(^7)  à  nn  leinie  quelconque 
de  degré  pair  a  tous  ses  zéros  imaginaires. 

L'expression  -  Ion -^(  ,/  I    à   une   valeur    lime  e>l     comori-'e    entre    M 

et  IS  j>onr  toute  valeur  réelle  de  .r.  En  désigiianl,  d'une  manière  géné- 
rale, par  A  une  fonction  de  x  dont  les  valeurs,  pour  toute  valeur 
r('-elle  de  .r,  sont  finies  et  eom|)riscs  entre  i  —  A  et   1  -h  /.  où 

I  >  /'  =  ^ —  >  ".  /  -= ^; —  .-  «>' 

toute  fonction-^'./'  a  pour  ./■  ne!  ymajuiniiilc  d  (nlilit  i<>it  de  la 
forme 

À  (  ^,  -T-  a-,  ^  .  .  .  -r-  .r„)  =  -^  <  Xi  )>■.  ^ix,  !>. .  .  .-■>  {Xn  y- 

et  uiu;  J'on/iu/';  (bi  miflti/flicafio//  da  la  toiiiie 
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Ij's  Iniuliuiis  -■> ,  et  ^-2  ne  Viirifiil  ;il(ir>  (|ii\iil  ir  —  i  cl  -|- '  .  itvcr 
un  iiDiiiliii'  illiiiiitr  il  iiscillat  imis^  n\rc  on  ihiiiiliri'  illiiiiilc  dr  /i-ios 
réels  el  a  ayaul  poial  (!<"  zt-ros  piireiiu'iil  imaginaires.  Lue  lorniiile 
remarquable.  éial)lie  par  M.  l*etro\  iteli,  ^('néralise  celle  de  MoUre  : 
<'u  posanl 

H,(  J-)  =  A|(a:t),  ll2(x }  =  ^.tixi) 

(les  luiulKui^  II,  il  IL  M)iit  nk-lies  et  i^iéuérulisenl  his  fondions 
hyperboliijucs  i,  on  a 

[\\^[x)-r- i\\,(  x)]'"-   \\i^  inhix) -J^  i\\.y(  inliX), 
H,(  mx)  -^  i\\.i,{mx)  =  [W^Ch-ix)  -i-  HIoI'Àî.î^)]'" 

pour  toute  valeur  réelle  de  ,r  el  de  //?. 

Les  aualojiies  avec  les  tonctious  trigonomélriques  se  poursuivent 
jusqu'aux,  développements  en  séries  procédant  suivant  les  fonctions 
<5^(/^x)  et  Ps-iinx).  Soit,  par  exemple, 

Ao-H  2,^n  co%nx  -}-  2,  ''/(  '^i"  "-^ 
1  1 

le  développement,  valable  pour  x  compris  entre  o  el  2-,  dune  fonc- 
tion /"(.r  )  finie  et  continue  dans  cet  intervalle. 

M.  Letrovitch  montre  que  la  série  livpertrigonométrique 

(4o)  ^o-^^^„^^inx)-\-'^^„:)^(nx) 

1  1 

(dont  les  séries  trigonométriques  ne  sont  qu'un  cas  particulier)  est 
absolument  et  uni'foirw'ment  coniergen/e  et  représente  la  fonc- 
tion 

,  Il 
f      iiJ\rT)dl 

(4  0  <\^(x)=— -1^ 

/      H  lit 

«•  a 
2  ~ 

pour  0  ^  X  ■<'  ^,  où  M  représente  la  plus  grande  valeur  absolue 
de  u  pour  t  compris  entre  a  et  h.  Lorsque  la  fonction/!  .r)  est  con- 
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limn-  cl  a  >.  -  coiiiiiu' période,  le  (lc\  eloppcineiit  •>  éleiul  a  loiiie  \  aleiii- 
réelle  (!<•  ./•. 

ISmr  /"  =  consl.,  la  série  (4»»)  se  r(''(liiil,  (luelle  (|iie  xnt  la  luiie- 
linn  n.  à  la  série  Inmtnoniélrifjue.  Dans  les  cas  de  /  \aiial)le  el 
lorsque  //  i;arde  iiii  Mi;ne  invariable  pour  les  valeui's  de  /  eoin|)ri>es 
dans  rinlervalle  (  ^/.  l>\.  la  >erie  i  jo  i  i-e|)ri>ente  une  Idnelmn  de  la 
l'ornu' y([jL.r  ),  où  u  esl  une  l'onelion  de  ./'  doni  li>  \al(iir>,  l(irs(jiir  r 
\arie  de  -  oc  à  H- oc,  restent  eouiprist^s  enli-e  la  plu>  pelile  el  la  plii-> 
grande  \aleur  (pie  j>rend  /"  pour  /  \ariant  entre  d.  el  />. 

L'expression  de  la  série  hjperlrigononiélriipie  (4o)  sous  la 
forme  (  fi)  'i^ct  en  évidence  les  nombreuses  j)roprié'iés  de  ces  séries 
el  rcprésenle  la  source  de  nombreuses  formules  <;(''néralisant  celles 
qui  se  rattachent  aux  Ibnctions  trii;()noinetri(jue>.  M.  i'elros  ileli 
iiidupie.  eomme  exemples,  le>  lormules 

2-.-S.^(  /I.T)  =  -(tî  —  -Xi.r). 
Il  î 

1 

— -— ^ — -:sn{iix)  = T -, 

n-  —  p^  -^psinp-        -ip- 


1 


(_i)'i+i  - 

—  >i.>{nx)  =^  : -^-A px), 


hat   n-  —  p-  -X  -111/ 

1 


énéralisani     les     dé\  elo|)peineiils     trii^ouoiiK'lrKpies    eoiiiui>    de    .r, 

).- 
M 


cospx,  snipx  (•[  don!   la  première  esl  \  a  la  Me  pour  o  <^  a?  <^  -^  et  1< 


deux  autres  pour  loiile  valeur  ri'elle  de  ./•. 

26.  Les  transcendantes  ^[x)i  -^tix).  '5o(.r)  se  présenlenl  dans 
divers  |)roblémes  d'Analvse  et  d'Arithmétique,  ce  (jui  donne  un 
intérêt  parlieulier  a  leur  ('Inde. 

Ainsi.  1  inlé^ial  loi)  de  eeilaïues  classes  d"(''(|  iial  loiis  diHérenl  lelles 
ou  fonctionnelles  s  (dleclue  à  1  aide  de  ces  Iraiisc  i'iidaiile>'.  Par 
exemple,  la  fonction  /(ar)  élaiil  une  Iraiiseeiidaiile  ^(x)  delinie  par 
ses  •'■b'-meiils  ((/.  h.  II.  II.  1  (''(pialioii  di  llV-ieii  lui  le  Iiiksiiic  à  eoelli- 
cienls  eoiisiaiils 
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aillM    (llll'    I   LMIU.lIlnll    lolU'l  lillllH'llo 

a„\( .r  -+-  /(„)  -^  «i'a f.r  -H  //,  I  — .  .  .-H  a„  /.('.r  -h  h„)  =  /(t) 

(a\('(:  c-('ilaiii(\s  rc>lii(l  unis  sin-  les  coiislaiilcs  d/,  ri  A/,)  .s'iiilrj;i'('iil 
|)ar  les  ?^{x)  C()rros|)()inlaiil  aii\  nn'iiirs  (■■l('iii<'iils  U/,  h.  u .  r)  i^nv.  f{x) , 
saiil"  l'élénicnl  u. 

Daillcurs,  comme  le  moiilrc  \l.  l 'cl  i  ox  ilcli,  loulc  loiuiioii  /  (x) 
liiiir  cl  eouliiuie  dans  un  iiilci\allc  liiii  de  J7  se  laisse  représenler 
dansée!  iiilci\  ;dli\  a\ec  iiiic  iippidxmialKiii  n'-^^lablc  à  noIomIi'.  par 
une  Iranseendanee  ^{X)^  ^i(^x).  -3o(,rj.  Les  équalions  pn-eédenles 
s"inlèf;reiil  dctnc  a|)pi()\imali\enienl  à  l'aide  de  -■>.  -"^i .  -"^o  pour  une 
hniclKiii  aiiahlicpic  ailnl  i  ai  rcy  (x). 

I .  ((HialKiii  lie  1  .a|)laee 

^rto-'" -i-  6,,  )^'"- -t-  («ix-i-  &i)y"-"-l-..  .-^  (anX-\-  b,i)y  —  o 

admel.  dans  des  cas  généraux,  comme  inlé';rales  parliculières  des 
U-anscendanles  ^{x)  dont  les  élémenls  («,  h)  s'obtiennent  comme 
racines  d'une  certaine  équation  algébrique  de  degré  n  (ou  comme 
une  des  valeurs  zh  oo  )  ;  liMcniciil  //  sUhlicnl  p;ii' rinléi;ralion  d  une 
certaine  équation  lini'-airc  ilii  |ircmiei-  ordre,  et  lélémenl  /■  est  /• -^  /. 
L'intégrale  délinie 

/     ydx, 

*■  il 

où  )'  est  l'intégrale  générale  de  rt-cjuaiiiui  df  llalplicn. 

(.',2)  RojK>"'-^  Ri  k"'-"  +  -.--h  H«JK  =  o 

(les  l\i  étant  l'onctions  rationnelles  de  ./•  et  l'intégrale  générale  étant 
uniforme]  est,  avec  quelques  restrictions  faciles  à  formuler,  une  com- 
binaison linéaire  et  homogène  de  termes  de  la  forme  -"il  a),  où  les  a 
sont  racines  d'une  certaine  (''(pialion  alj;(''brique  rattachée  à  l'équa- 
tion (42  ). 

M.  I'elni\ileli  signale  encore.  |)armi  les  fondions  entières 

;>o  =  a,, .r-  -~- 


I  .  2  I  .  V. .  ) .  4 


généralisant   cosrx.   rexi>>leuce   d'une   classe  de  transcendantes  qui, 
par    une   propriété  arithmétique    renuirquable,    se    rattachent   aux 


i>i;th<iviti;ii 


-  on  — 

nombres  pi  ciniers.   Ce  xmi   ccllfs  |»;iinu  Ir.s  '"^ji.r)  (liiii>  lc.scjiii'l>  l^■^ 

éli'inenls  (a,  b)  soûl  des  luiinhio  jutsillls //o//  (7///(7.v  ;i\('c  'i -<  rt  <; /y 

rt  où 

»=/(/iO(/), 

y*!  /  I  étiinl  une  loiiclion  ;irl)il  iMirc  ili'  /,  réelle  cl  IkiIoiik  iiplie  le  lou^ 
(lu  semneiil  a  ^  (  ^ /j  de  ïaxr  rétd  ()/,  i;;ird:ml  un  -l^m'  m\;iiialile  le 
long  de  ce  seiiinenl.  el 


0(/)  = 


Slll  


^IH     — 


L;i  toueliou  0(  ^  )  dniiloii   sait.   (le|)iiis   II.    Liiiir<iii.  la    l'elalinii   a\ee 

les  nombre  premiers,  esl  li(il(mior|)lie  dans  le  (liiHi-|dan  des  /  à  parlie 

réelle  positive  el.   pour  /  \aiiaiil  l'utie  «t  «,'l   b.  est    eouslaniinent  |)osi- 

1              ■                     ' 
li\e  et   plus  [)etitC  que  ■ -• 


Les  propositions  arillinu'li(pM»s,  rallacliées  aux  |)areillcs  lonelm 
-■\:.(x)  el  démontrées  par  M.  Pelrovileli,  soûl  les  siiixaules  : 


i"  La  série 
(43) 


2^>,[^^-"->)^i 


converge  et  a  pour  somme 


^I/'/"'- 


où  /y,,  p-2..  />:i.  .  .  .  (lési^nenl  les  nombres  pretniers  compris  entre  <i 
et  b. 

2"  La  série 


(44) 

converge  et  a  poi/r  somme 


n  =  l 


[}^/ipn-  /(o)]. 


—  ()7  — 
3"  La  transcendiuilc  sprcialc  -^.J{./■),  (•()rrr>|)()n(hiiil  à 


*j  11 


joull  dr  la  pioprirlé  remarqual)le  que  la  série  coricspondanlc  {/v>) 
conver<;e  cl  a  pour  cleml-soîiime  h  nombre  de  nnt)thrcs  premiers 
compris  entre  a  et  h. 

L  ne  aiilic  classe  ilc  transcendantes  ^{x)  a  aii^si  des  ndalions 
curieuses  a\cc  les  nombres  premiers,  mis  en  évidcni-c  |)ar  M.  Petro- 
vitcli.  Désignons  par  Pû  )  le  polynoiue  de  degré  m 

Vit)  =  a^-i-ait  ^..  .—  (t,„("' 

et  soit  /.  un  entier  donné  plus  grand  que  \.  Désignons  pai'  /i  le  zéro 
suisi,  comme  j)artie  entière,  de  la  suite  des  décimales  de  la  somme  2/7„ 
étendue  aux  indices  n  r<^'(iux  aux  nombres  premiers  compris  clans 
l'inler^alle  (k^  m-\-A  — i  ).  Envisageons.  |)arnii  les  transcendantes 
^{x ),  celle  qui  correspond  aux  éléments 

a  =  o,         ù.         Il  =  ?(t)t'<.         /•  =       /, 

et  soit  L  la  limite  vers  laquelle  tend  ^{x  )  lorsque  b  augmente;  imléfi- 
nimenl. 

Toutes  les  fois  cjue  le  produit  (n  -{-  l,)a„  est,  pour  cltaciue 
coefficient  a,i,  un  nombre  entier  [positif  ou  néi^atif  ).  la  partie 
décimale  de  L  est  égale  à  celle  de  li  ou  de  i  —  li  suiicmt  cjue  L  est 
négatif  ou  positif. 

M.  Pelro\itch  considère  encore  la  transcendante  ^(.r)  cori-espon- 
dant  aux  éléments 

a  =  o,         b,         u=V{te~f),         v  =  te   ' 

et  envisage  sa  limite  II  pour  b  z^  y::  .  En  d('-signant  par ^'  le  zérosuixi, 
comme  partie  entière,  de  la  suite  des  décimales  de  la  somme 

étendue  aux  indices  n  égaux  aur  nomlircs  premiers  compris  dans 
l'intervalle  (/i,  m  +  /.  —  i),  il  étaMit  la  pro[)Osili(ui  suivante  : 

Toutes  les  fois  que  le  produit  a„  (  n  -j-  Z.)^  «+a— i  j  est.  jiour  chaque 
coefficient  a„,  un  nombie  entier  i  positif  ou  négatif),  la  partie 
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(ficinidlc  (le  11  est  éintlc  à  cc/li'  de  :,-  on  de  \     -  t; .  sni^nnl  i/iic  II 
■  > /  // < 'vil (if  " "  posidf. 


V.  —  Séries  de  puissances  à  coefficients  nombres  entiers. 

(,  Notes  et  (>ii\r;ii;e  ii<-  lOS,   111.    llô.i' 

^7.  Les  scrii's  de  |iiiiss;(i)(('>  à  «•oclliticiil  -  iKUiiliri'^  ciilici---  iiili'o- 
<lui>eiiL  clans  iiu  ij;r;iii(l  nomhro  de  (juolion^  d  Viiiilvsc  cl  de  l;i  I  lHM)ri<' 
de.-,  iioinhrés.  Ainsi  onl-clles  <'l('  I  Ohjcl  d"iin|)(iil;mt>  lia\ini\  au  point 
tir  \uc,  d'une  jtail.  de  la  naluir  aual\li(juc  do  lonclions  (jn'elles 
d<linissent  (^MM.  iîorel.  l-'atou.  l'olva)  cl,  (raulic  par!  de  Tcxlcnsion, 
a  CCS  séries,  des  lois  clcnicnlaircs  (jiii  i-(''i;isscnl  lc>  iKuidwcs  entiers 
I  M.  Cahen  I. 

\|.  l*clro\ilcli  a  iniamnc  un  pioiétlé  de  dc\  clii|i|)einenl  en  scnes  de 
|iiii-«>anees  dilléranl  entièfenienl  des  procc'dés  connus  el  s"a|)pli(pianl 
pailioulicfc  mentaux  séries  de  puissances  à  coellicients  noinhres  enUcis 
el  aux  séries  qui  s'v  ramènent  par  une  transmutai  ion  (piclcoïKpu'. 

L'évaluation  numéricpic  des  cocflicients  dune  siric  >c  lail.  pai'  lc> 
procédés  usuels,  soit  en  calculant  iiidividaellemcnl  <  lnupic  cocili- 
cient  Un  p^ir  une  formule  explicite 

«„  =  «(/t;        ( «  —  o,  I,  2,  3,  . . .), 

soit   en   calculant  a„   à   l'aide  de  la   suite   déjà  connue  de  coenicients 
(L„    ,.  a„_o.  .  . .  par  w\m'  formule  de  récurrence 

Z(  II,   tin,   (In     I,    «„-2,    .  .  .;  =  O. 

\.r  /nocedé  spectral  de  M.  Petrovitch  consiste  à  calculer  lotis  les 
coefficients  a„  à  la  fois,  ou  bien  un  groupe  roulu  de  eoef/icienls. 
ou  Lien  même  un  ou  plusieurs  chiffres  de  rang  roulu  d' un  <oef- 
fieienl.  à  l'aide  de  la  siiile  de  di'cimales  d'un  seul  nnudac  S  j-at- 
taclié  à  la  fonction  fi  z)  à  développer. 

Le  nombre  S.  spectre  de  /7^),  se  (  alcidc.  dan^  le  cas  f^éncral 
d  une  Innclion  t  ^  z  )  (pielciUMMie  di'n  clnppalilc  en  sein-  de  piiissani  c 
c<in\  er;;ente  au  voisinage  rie  z  ^^  i.)  et  à  coellicu'nls  noinl»res  entiers, 
sous   la   forme  diini-    inléi:rale   définie  poitant   sur-  uwo  cond>inais(in 

deleinilllée   de   I  i  Z).   Dans  cci'lains  cas.   celle    llitei;ia|e   |ieul    ('Ire  r'cni- 
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|)l;i(('c  |);ii'  (!(•>  cxincs^ions  on  Ici-iucs  (inis  Inniiccs  à  l'ai(Jc  de  /(  ci. 
Lr  >|»((|ic  iiiK-  lf)is  calcule.  Ic>  tf„  Miiil  (IctcnniiH-s  coiiiiiK'  scgnicnls 
(  f;r(»ii|ti's  (je  (jcciiiialcs  siiccessivos  )  de.  S,  cl  cri.i  friiiic  iiiaiiicrc  (|iii 
pn-sciitc  (les  analui;,ic.s  lra|)|ianlcs  avec  celle  ddiil  le  .>|)(.'clie  Imiiiiieiix, 
dans  l'aiialx  se  speci  lale  cliiiiiKiiie,  révèle  les  (dé-ineuls  du  corps  analv.x'-. 

Il  se  liiiiivc  Miriiie  (|uc  le  |)r(M((le  loiiniii  à  la  lois,  cl  [)ar  la  conli- 
iiuaLion  sullisaiile  d  un  iikwiic  caliid  nu  incriciiie,  les  xalenr^  il  autant 
de  coeflicieiils  //,,  (|ir<Mi  le  \<  iit.  ;iin>i  (|n"iiidl\  iiliielleuieiil  cliacjue 
chifire  d  un  cocllicnnl .  I  )c  jdu^,  il  |)eiiiict  de  di'termiiK'r  les  valeurs 
exactes  d'un  nciinluc  Miidu  de  ((lellieienl^  à  1  aide  d  une  valeur  siif- 
fisani/ncnt  a/tprac/tru'  d'un  seul  iiouihn;  S. 

\in>i,  pour  dç\elo|)[)ei'  la  lonclion 

en  sa(dianl  que  le>  a,i  ne  surpassent  pas  looo.  il  -ullil  de  calculer  le 
nombre 

S   =  y('<»~^)  =  lO"^*"'  lOOlOOI*  =  I  ,00(\'i\0'>(>(Hj0l>(\l  4  I  r'(i0<)00')0021(>()00  I 

et  (I  en  paitai;er  la  partie  d(''iiniale  en  Iranelie  de  trois  (diiflri's  :  cha- 
cune de  ces  tran(  lies  luurnit  un  coefficienl  «/,.  Il  >ui'lil.  j)ar  exemple, 
de  calculer  S  a\cc  douze  [)remières  dr-ciniale^  pour  avoir  les  rpialre 
premiers  coefficienls  de  la  série. 

l'our  dé\eloppcr  une  fonction  rat  iuiuielle  /  (^  ;  j  dont  les  zénts  du 
dénominateur  sont  tous  siinj^les  et  ont  pour  module  Tunité,  ensachant 
que  les  coellicienis  inconnus  du  dé\eloppenicnt  sont  des  nombres 
entiers  [)osltd's,  H  sullit  de  calculer  le  nombre  commensurable 

où  //  est  un  enlier  pii--itd  convenablement  (■ll(ll■^l.  Le  coefficienl  a„ 
coïncidera  avec  lenlier  eomposi'  du  groupe  de  décimales  de  S  com- 
mençanl  j^ar  la  [(  //  —  i  i  A  -|-  1 1"'"""  et  se  hnminent  par  n/i'^"""^  décimale 
de  .S;  le  /c'^'""  cbilIVe  de  «„  est  fourni  parla  ( nh  -  -  l: -\-  i  )"'""'  décimale 
de  S. 

l'our  dé\eIopper  une  fonction  (pieboiupu-  /(  ;  i  liolouiorpln-  au 
voi>inage  de  c  =  o  sa('bant  seulement  (pie  les  a,i  sont  des  enticr.s 
positifs,  il  suflil  de  calculer  rintéyrale  délinie  ^ 


^  Jz  f    ^"''^^'^■'  '"'^'^^ 
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|«iù  'c.(/-,  h)  (li>i-iic  lii  |»iirll('  vrrWi-  di-  /\rt'^')],  a  el  |j  élaiil  des  cdms- 
laaU's  coinciialtlfincMl  (■lini>i('>.  Il  ixisie  alors  un  nomhrc  rnlici- 
|M>>ilir  (•  Ici  t|iic  si  lOii  |iailai;c  la  >u\{f  île  tliciinalcs  «le  N  m  t  raiiclicx 
c'oiKs('iiili\cs  tir  (\  JC.  or,  ...  (U'cimalcs.  le  cociliciculs  a„  roïucKlna 
avec  la  parlic  eiilit-re  de  S  ol  le  cocniiiciil  a„  avec  rculicr  rorm»-  des 
{•liidivs  sii^iiiliialils  «le  la  n"""'  <l<'  se>  tranches. 

I.r  [tr.icede  >  ii|t|>lHjiie  éi;alenienl  à  loiiles  les  séries  de  puissances 
adniellanl  une  Iransnuilation  A(/')  (jul  la  transforme  en  une  série 
ilonl  les  i(»eHicienls  sonl  des  nombres  entiers  en  relalion  déterminée 
avec  les  coellicienls  de  la  >érie  |)rimilive  (  par  exeiii|tle  les  séries  dont 
a„  n'a  (pi'un  nondtre  liinilé  de  décimales;  les  séries  à  </„  i-ommensu- 
raltles  provenant  du  d(''\  elojtpemenl  d'une  l'onction  ali;él)ri(|ue  ;  les 
séries  telles  (|ue.  <o„  étant  coun  eiiahlnuenl  «lioisi.  le  produit  f'h,an 
soit  un  nomltre  entier,  etc.). 


VI.  —  Représentation  d'une  fonction  analytique 
par  un  nombre  décimal. 

(Nules  et  (tuviage  n"  lOU.  11").) 


28.  C'est  un  lait  aujourd'hui  hieu  connu  (piun  nond)re  avec  une 
infinité  de  chiffres  décimaux  peut  être  l'image  de  toutes  les  complica- 
tions ronclionnelles  possibles  :  il  peut  présenter  autant  de  diversité 
el  resumei-  autant  de  complications  rpi'nnc  fonction  d'un  nombre  quel- 
coïKjue  de  \ariables.  Kn  lan^a^e  jiréeis  de  la  théorie  des  ensend)les, 
on  lexpriiiif  en  (li>iinl  (pic  d'une  |>art.  1  eii.senililc  i\r  l(  uni  n  mis 
d'une  Nariable  a  une  puissance  au  plus  égale  à  la  |)iiisNan<'e  de 
l'ensendjle  de  nond)res  réels  positifs  (el  même,  si  Ton  \eul,  de  nombres 
compris  entre  o  el  i  )  et  que,  d'autre  part,  si  l'on  fait  l'ab^-lraction 
de  la  continuité  de  la  correspondance  entre  <leu\  ensembles  continus, 
il  n'v  a  pa>  de  dillerence  essentielle  entre  les  ensembles  continus  à 
une  dimension  el  les  ensembles  continus  à  n  dimensions,  c'est-à-dire 
entre  les  l'oncliuiiN  d'une  variable  el  les  rnnelinu-.  à  n  variable--. 

M.  l*etro\itch  s'est  proposé  le  jn-oblèuie  de  rcpn'scntrr  cjfcctivn- 
tiicnl  une  jonction  analytique  par  un  nombre  décimal  et  tVéîahlir 
une  correspondance  définie  entre  les  l'h-mcnls  di'ti'iniinaiils  de  la 
fonction  et  de  la  suite  des  cliiffrcs  définissant  cr  nombre. 
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C/csl  l;'i  (|iii'  -..i  iliciiiir  «les  sf)e<'//i's  fin mr/'f/fiics  {  '  )  lui  a  fourni  un 
piiissiiiil  a|i|iiii.  I.i  I  i|irrsciilalinu  s'cUcc^Uir  à  raidr  iliiii  sp/'r/rc  (le 
L(t  fDiictiiui.  ;i\fc  I  iiilidiici  i(»n  diin  ensemlilc  <l  iiKiicalKni--  (jualita- 
tiii's  Mil-  ses  ra|)|)(iih.  iwcc  la  loue  lion,  concerna  ni  l<'s  sif^nc's,  le  mode 
de  sej^MH-ntalioii  du  -<|)ecli'e  con\enanl  an  |)r(d)lènie,  el  les  relations 
des  se^nienl-.  spcci  r;iii\  ,\\cc  hi  l'onclion.  Ces  dernières  relations 
revleiil  iniMiiiaMes  |)oiii'  les  luiiciion^  laisani  parlie  d  une  iim'iiii"  ratc- 
f^oric  de  lonclions. 

Pour  la  eal(''i;oiie  /"(  ::  i  dc\  cl  u|)|);il  des  en  x- ne  des  |)iiiss;inces  à  coel- 
licienls  noinliro  <-n I ici  s  positifs,  le  spectre  es!    tonrni  par  le  nombre 

on 

0 

(/,  i\  A  élanl  des  constantes  convenahlenieni  choisies.  Dans  le  cas  où 
les  coeflicienls  de  f  (  z)  sont  des  nond)res  entiers  quelconques  (réels 
on  imaginaires.  po.silds  ou  néiialils)  la  fonction  0(  c  )  est  à  remj)laeer 
par  la  lonclion 

•yi    -\  —     >   f     /^,n"  +  t.ii  -Il 
/A^  )  —  ^^n'I  "    , 

0 

OÙ  t„  esl  un  de   (pnil  re  nondires  -;-  i  .   —  i .  -{-  i,  —  /. 

Le  nond)re  S  etani  connu.  (Inique  eoeflicient  de /(;)  est  fourni 
par  la  suite  de  cliiUïes  formant  un  segment  déterminé  de  S  ;  Tensemble 
de  ces  coefficienls,  et  par  suite  le  nombre  S  lui-même,  déterminent 
la  fonction  /  (  :;  ). 

En  ajipelani  fondions  (E)  les  fonctions  _/'(;  i  déxeiojipaMes  en 
série  de  puissances  à  coefficients  nombres  entiers,  M.  l'elrovitcli 
désigne  comme  une  transmutation  A  (  /  |  compatible  avec  la  fonction 
considert'e  J  iz]  toute  transmutation  se  traduisant  par  un  nombre 
limité  ou  illimité  d'opérations  déterminées,  laquelle,  eflcctuée 
sur  /"(  :;).  la  transmute  en  une  fonction  (E)  en  établissant  une  corres- 
|)ondance  définie  réciproque  entre  les  éléments  déterminants  (\ef(z) 
et  de  la  suite  de  coefficients  de  la  transmuée  (Y,). 

(')  Exposée  dans  ce  qui  précêilc  (p.  22-28,  36-38  et  68-70). 


Ain-  i.  I.i  li'.in>i)uil;it  ion 

A(/J  =  A/(Bg).         A  =  coiist.,         IJ  =  coiist  . 

«•-l  ctiinnalililc  ;i\cc  Imilc  loiiclioii  iil  i;rl)riii  lU'  dcv  clnppiililc  en  scnc 
«If  |Hii>->ances  à  foetTicirnls  iioiiiltic-  cnimiirnsti fahlcs :  la  liansinii- 
lalion 


A|/|=  -^    /         \uun\  l\ze'i)\'-dl 


«•st  (ompaliMc  .i\ ce  loiilc  Idiiclnin  /'i  r  )  à  cocriiciriils  (■^aiix  aux  racines 
carrées  (le  udiiilur-.  cnl  ici's  ;  une  (•crlamc  l  raii>nnilali(in  A  |  /  ]  csl  cuin- 
|)alil)li'  a\cc  Idutf  tnnction  >'  >  alislaisaul  à  uni-  ('•qualnm  ilillrrrii- 
tlelle  algchriijiie  eu  .r,  )'  cl  les  dérivées  «le  y  en  x,  les  coellien'nls  <le^ 
élant  supposés  conimensi/rablrs.  clc. 

Ceci  a  eonduit  M.  Pelroviteh  à  une  elassilicalion  parlicullère  des 
fonctions  analyticpies  /  (  ;  )  basée  sur  la  inaiiière  dont  leurs  cocffi- 
cicnls  tayloviens  se  laissent  (•ollectiicnirnt  transfoimcr  en  no/))l//es 
entiers.  (\'tte  manière  se  trouvant  nsunu-e  dans  la  forme  d  iin  A|  /  | 
<'ompalilile  avec  J\  deux  tonclions  J\  et  /..  a|t|)aitiendi'onl  à  une 
ntème  catégorie  spectrale  (  /  )  s"il  existe  pour  cliacune  d'elle^  un 
point  du  plan  des  :;  au  \()isinai;('  dii(|iiil  les  deux  fonctions  admelteni 
un  nu'-me  A[/],  ne  dliïéranl  dune  lonetion  à  l'autre  (jue  par  les 
valeurs  numi'ricnies  dun  certain  nomhre  de  paramètres  (pi  il  con- 
tient. 

On  considèi'e,  dans  une  telle  cla-^silicalion.  une  tonclion  /  comme 
correspondant  à  un  point  de  l'espace  Jonelionnel  dans  Iccpiel  une 
(■atégorie  spectrale  f  de  fonctions  re|>résenterait  un  champ  fonc- 
tionnel cX  où  une  transmutation  déteiiniiuM;  A|/|,  applicable  à  /. 
établit  ellectivement  la  corresj)ondance  entre  la  Innciion  ci  le  point. 
l  ne  transmutation  A]/"]  jouerait  ainsi  pom-  les  points  de  1  espace 
fonctionnel  un  lùle  analogue  à  ((lin  (pic  joue  nue  transiormalion 
ponctuelle  j)our  les  pniiils  de  Tcspiiec.  l  ii  Aj  /  |  peu!  n  a\oir  un  sens 
et  nèti-e  défini  que  dans  un  clianij)  fonctionnel  déterminé,  de  mcine 
<pi Cn  (jéométrie  ordinaire  une  transformation  |)oiictuelle  peut  n  èlre 
<lelinie  (lue  polir  les  points  d  une  région  de  I  es|i;irc.  d  une  siillace, 
d  une  lii;ne. 

l,  iKj  transmutation  A|  /  |.  ajtplupicc  à  la  jonction  /  et  compatible 
avec  celle-ci.   donne  pour  transmuée  une  lonetion  (  Ej  cl  établit  une 


corrcsj)t)ii(l;mcc  cnlif  /  «1  (  I',).  M.  Tel  i  o\  ilcli  ilisigiic  commo  .vy>rc//'e 
dejiz),  idlliiclic  à  1(1  lidiisiniildlidii  A|/  |.  le  spectre  de  la  Irans- 
imiéc  (E  ). 

Le  -ix'!  lie.  ;i\('c  un  l'iiseinble  d'iiKlicallon^  (|iialilalivc>  (|tii  s'y  lal- 
lacliciil,  (IflcriuiiH;  j;('ii<''ral('iiit'iit  iim;  seule  louchou  (  Ivj.  La  (onc- 
tion/V  :;)  ello-inèiiK' est  alctrs  (léleiininf-e  |),ii  l;i  nlalion  existant  enlrc 
/"et  (  E  ).  Ainsi,  par  exe  m  I  lie.  une  lu  ne  lion  luial  \  I  i(pn'  /  (  z  )  esl  coniplr- 
leuienl   deleiiuiuee  (pi;iu(l  on  sail  (pie  l;i  I  riuisin  u  l;il  i<  lU 

A[/|   =  /"     e-\fizt)dt 

est  compatible  avec  elle,  que  la  transmuée  (E)  a  ses  coeflicients  taylo- 
riens  nombres  entiers  réels  et  positifs  j)lus  petits  que  loo  et  que  son 
spectre  rattacbe  à  A|  /  |  eonsidf'ré  et  (l('lini  |tar  Tinléi^rale 


"-J^-'fk^)" 


a    |)()ur  \aleiii— ;  la   seule   lonclion   salisfaisiinl   à  ces  conditions  est 
'  I  1 

/(-)  =  G]  .'=_,. 

Le  problème,  |>ar  exemple,  de  déterminer  la  eoiiibe  plane  )'  =  / (r-) 
dont  la  sous-tau<^ente  est  développable  ei\  série  de  |>uissances  de  r  à 
eoeflieients  nombres  entiers  posilits  à  un  seul  (  liillre  et  ayant  au 
point  X  -^  o,  1 .  )■  =10  b»  longueur  égale  à  la  périphérie  du  cercle  de 
ravon  i  est,  grâce  à  la  méthode  spectrale,  un  prolilème  parfaitement 
déterminé.  La  courbe  est  (b'dinic  par  r(''f[ualion 


ç(o.   1) 


où  '.il  c-  1  désigne  la  trausecndanle 


ol 


'  ^  ()  7'2  iJ2 

le  coelVieient  ).,,  de  .r'  étant  détermine'-    par  la  relation  de   it-eurrenc-e 
(a  -\-  i).MoX„+i-(-  n  MiA„—  (  /i  —  uMiÀ»   i -i- .  .  . -r-  .M„/.i  =  À«, 

où  M|,  ^=  ()  et  M„  étant  ('-gai  à  la   //"'"'  décimale  du  nombre  •>.-  rc})ré- 
sentant  ainsi  le  sjtectre  de  la  ^ous-tangente. 


î29.  Les  |iniCL'tlt''S  iisiu'l>  tli'  tlchiinmalion  trmu'  roiiclion  iinal\- 
li(juc  |tar  les  condit  inns  disvrt'lt's  <'\ii;tiil  ^cmialrinciil  iiiic  inlinilc 
(If  (loiiiii'i-  niimt'iKHif-'  cominc  le  si^nl.  par  i\(iii|ilr.  le-  ((M'Ilicicnts 
(II-  la  siTK'  (Je  puissances,  (h*  la  sent'  I  iiiiuiiointt  ii(|uc,  cxiioiicii- 
lirlU'.  clo.,  correspondant  à  la  lonelion. 

M.  Horel  (  '  )  a  induiné  divers  aiilre^»  niodis  de  deleiininalioii 
d  une  lonelion  ('/>(irrc  J\z)  par  des  conditions  diM-ièles,  par  exeinpio 
à  1  aide  des  valeurs  que  prend  y  (  c  i  pour  une  suite  discrète  de  valeurs 
di^  3  avec  ladjonclion  d'un  ensemble  ((]')  de  conditions  supplé- 
mentairi'>  de  nature  (jii<ilitali\e  concernant  le  mode  de  croissance 
di'  /  (  ;  I  avec  ::. 

Dans  les  modes  actuellement  connus  de  déterminati(!n  des  (onc- 
tions par  de  pareilles  conditions,  le  nond>re  de  donnc'-es  numéri(pies 
n'est  liniih'  (ju  exceplionnellemt'nt.  dans  de>  cas  1res  |tarlieuliers  où 
I  on  connaît  à  l'avance  la  ionne  anahlicpie  tie  la  lonelion  à  un 
nombre  limité  de  conslanlcs  près  (par  exemple  dans  le  cas  où  la 
fonction  se  r«'duit  à  un  j)oljnome  ali;ébrique,  exponentiel,  Irigono- 
métrique,  etc.  ). 

Or,  La  méthode  spectrale  de  M .  l*etro<^itch  révèle  une  infinité 
de  fonctions  dont  la  détermination  numérique  complète  se 
ramène  à  un  prohlème  dépendunt  d  un  nanihre  limité  de  para- 
mètres, à  la  condition  <1  \  ad|oinilie  un  eiixiidtle  i  l)  i  de  condilions 
de  nature  qualitative. 

L  ne  catégorie  {f)  de  (onctions  est  à  considérer  (omine  une  rr//t^- 
l'urii'  éi  m  paramètres  si.  en  attribuant  de-'  \aleui>  nuim  inpies 
déterminées  à  ///  nombres  variables,  iiuJépendanls  entre  eux,  que 
laisse  arbitraires  la  d«'dinilion  de  la  catégorie  (  /*i.  on  engendre  une 
(onction  numerupiemenl  delermiiiée  (ai><anl  partie  de  la  catc-gorie.  et 
cela  de  manière-  (jue  tout*-  lonelmn  de  la  eat<''^(irie  puisse  être  engen- 
drée de  celte  (açon. 

La  caléi^Orie  (E),  cest-à-dire  reii>einlile  de  ioiicl  i(iii>>  y  i  ::  i  dé\e- 
l'»pj»;d)les  en  série  de  piii-^sinices  à  coellicients  ]\I„  nombres  entiers. 
est  alors  à  considt'-rer  comme  une  catégorie  éi  deux  paramètres. 
C^eiix-ci  sont  :  i"le  nombre  entier  positif  ^i  supérieur  ou  égal  à  lenticr 
|io-.ililM  I  dont   1  existence  est  assiirt'-e    par  le  lait    que   le  ia\imdela 


P)  K.  BoiîF.L.  Sur  l'interpolation  {Complea  rendus  de  l' Aiadéniie  des  Scienres. 


(îoiiviT^ciifc  (le  lii  M'iic  ii'csl  |)iis  nul)  Ici  (|iic|M„|  ou  l)i<;ii  y,/|.M„| 
lie  suipiissi'  |t;i>  n»^'  |)t>iir  iiiicunc  valeur  de  // ;  •>,"  U:  spoclre  S  delà 
roiKtiiiii. 

U  autres  oalê};(>ïie.s  speelralcs  (/")  a<lnietlcul  des  li:insnuilali(»ns 
A|yj  étahlissaiil  une  e(ti-resj)()ndance  <;alre  les  lonclidii-  de  telle 
catéfioric  el  relle><  île  la  eaU';;;oi"io  i  K  )  :  une  Iransnuilatioii  A|  /  |  e(»Mi- 
patilde  a\ee  /\  z- \  enli'aine  une  iflalion  i  /.  \])  =  (>  enlre  /  el  sa 
Iran.sMjuee  (  I'.)  j)ar  le  A  |  /  |  a|»|)lu|ue.  Celle  relation  peut  introduire 
un  eerlain  noinhre  de  paranièlre-.  variahK-s  -7  dan>.  la  lonetion  /(  ;  ) 
(lu  ('Ile  délenuine  et  ecs  j)araMiéli'e,s  peiiNciil  |)i()\emi':  i"des|)ara- 
nièlrc.-.  ini|)li(|ués  dansleA|y|  uièuie;  2"  des  constantes  indétermi- 
nées (juintroduil  la  iclation  ( /,  K)  =  o.  par  exemple,  par  l'intégra- 
tion, par  des  termes  tliine  séru-  laissés  indéterminés  par  une  relation 
de  récurrence,  etc. 

Le  noud)re  <y  de  paraniétrcs  v/  est  plus  ou  uunns  considérable  pour 
une  même  catégorie  (  /').  suivant  le  A|/|  appliqué,  et  peut  varier  de 
zéro  à  linlini.  M.  j'eliox  itcli  introduit  la  notion  de  Y  indice  speclralo 
de  la  eat(''i;orie  (  /  i  :  c'est  le  plus  petit  pctrnii  les  noinbfes  q -\- 2, 
ainsi  rattachés  à  (/ )  j)ar  les  divers  A|yj  compatibles  avee(/).  Une 
catéfiovie  if)  est  alors  à  considérer  cunnne  une  catégorie  à  un 
noiuhre  de ptiraniètres  égal  à  sn/i  indice  spectral.  Celui-ci  indique 
le  nombre  de  données  numériques  strictement  nécessaires  pour  la 
détermination  numéricjue  complète  d  une  lonc^tion  particulière  /(  c  ) 
faisant  partie  d  une  catégorie  (  /  ). 

La  \aleur  de  I  indice  s|)eelral  dé|)end  essentiellement  de  particu- 
larités d'ordre  arithméticpic  caractérisant  les  coellicients  du  déve- 
loppement de  la  fonction  générale  de  la  catégorie  (_/  )  considérée  en 
série  d  une  lorme  (b'teiiniiK'-e.  au  voisinage  d'un  point  ;.  Ces  parti- 
cularités sont  celles  concernant  la  manière  de  rendre  collectivement 
les  coellicienis  de  la  série  nond)res  entiers.  I^a  manière  se  résume 
dan-^  la  lonne  luènie  d  un   A|  /  |  eompalilile  avec  (  /  ). 

Liiulice  spectral  de  la  calég»»rie  île  (onctions  dévelo|»pables,  au 
\oisinage  d'un  |)oint  ;  =  rt  en  série  (K'  |uiissances  à  coefficients  a„ 
nombres  ^'////r/'.v,  est  0  :=  :>.  ;  pour  la  catéi;(uie  de  fonclicuis  dont  les  rir,^ 
n'ont  (pi'un  nomlire  limité  de  décimales,  c'est  0  =  3  ;  pour  la  caté- 
gorie (y  )  composée  de  fonctions  algébriques  à  «„  commensurables. 
l'indice  est  0  =  4-  etc. 

Comme    on   le   voit.    M.    I'elidvil(li   fait    intervenir,   dans  latlieorie 


(les  {'oni'lions.  îles  parariu-lrcs  qm  paraissciil  rlic  en  coniradiclion 
avec  la  nulion  iisiicllc  de  païaiin'lrrs  varial>li'>.  Aii><m,  la  cak-j^orie  (l'-l 
(le  lonclioiis  appar.iil.  il  apivs  les  c'()nce|(li()us  usuelles,  comme 
(|f|i<M(liint  tl  un  niiiuhif  infini  ili'  |tarann"'l  rcs  (|iii  ^onl  les  <(i('lliii<'ii(> 
mêmes  il»'  ce  (lt\  cloi^iicniruL  a>su|('lli>  à  la  seule  condition  d'iMre  de> 
nombres  enUer>  M„  tels  ijiu^  \  M„  n'aui;n)enle  jtas  ind('-linimenl 
avec  //;  Dans  la  UK-tliode  de  M.  Pelrov  ileli.  ce-  mt'mo  paramètre^ 
ajjparalssenl  comme  sciiments  tl  Un  inrnif  nombre  décinidl  S. 
chaque  sei;nu'nl  tMant  compos*'  d'un  groupe  dé-lci  inint'  de  di-eimales 
successives  dvi  n<)nd)re  S.  (,c  nombre  n'est  autic  cpie  le  sper/if  de  la 
lonction  considt'K'c  :  le  modi-  de  sa  sej^niental  khi.  par  hupulle  S 
fournil,  à  sii;nes  prt's.  la  suite  de  coeflicienls  de  la  toncliou.  xaric 
a\ec  un  autre  paranu*lre  ^j.  (pii  est  un  entier  positif. 

Les  deux  nombres  S  et  |iJ  jouent  bien  le  rôle  de  deux  jtnramc'tres 
variables  de  la  cat(^'gorie  (  E  )  de  fonctions  :  leur  \ari.iliou  tait  passer 
d'une  fonction  particulière  (  E  i  de  la  caliL-^ctric  à  une  aulif.  et  toute 
fonction  de  la  ealéi;oric  peut  (^'Ire  eni;endit''c  df  cflle  mani(l're.  Il 
('\i>te  nuMue  (  à  signes  de  coefficients  près  »  {[m-  eorrcspondance  rèci- 
|>roque  et  univ(»(pie  entre  les  fondions  i  I'.  i  cl  1rs  nombres  S  ,  ,j  :  à 
deux  fonctions  distinctes  correspondent  deux  (oiiples  distincts  de 
valeurs  numériques  S.  '^  cl  rèciprcxpiemcnl. 

Cependant,  la  contradiction  n'est  (piappannli'  :  en  réalité,  le 
paranièlre  S  condense  un  noinhrc  linulr  ou  iUinnté  île  para- 
mètres en  une  seule  suite  de  rliijfres.  I)an>  le  cas  général,  c'est 
liifu  inif  infinité  de  données  iiuincrKpii's  (pu  e^l  louriiir  jiiir  le 
>pectre  S  sous  1  apparence  d  une  seule  dont  les  segments  convena- 
blement délimités  révèlent  les  valeurs  à  attribuer  à  une  inliiiiti'  de 
paramètres  (  (pii  sont  les  coefficients  dune  Nérie).  Le  iait  ne  dillère 
guère  de  celui  qui  se  présente  dans  l'artifice  de  pr(d)lèmes-devinettes 
par  lequel  le  devin  détermine  instantanément  plusieurs  nombres 
pensés  d'après  une  seule  donnée  numèrirpie  (pi'on  lui  énonce  et 
dont  b'S  diver>  serments  lui  r»''\èleut  aiiliiiil  de  doiiiK-es  (pi  il  \  a 
d  inconnues. 

130.  La  représentati(»n  dune  fonction  j)ar  un  nombre  décimal  n  Cst 
guère  bornée  à  des  catégories  déterminées  de  lonclions.  M.  Pelro- 
vilch  établit,  à  cet  égard,  le  lh(''orème  suivant  : 

A    toute  fonction  anah  ti(jue  et  pour  un  cercle  donn»'-  V.  décrit 
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«iitloiir  tl' un  piiin I  nriliiidirc  ilc  ht  fonil ion .  on  p<'uf  faire  cjnres- 
pondrc  l cnscnihli'  tl  un   nonihrc  (ii-cinuil  ri  d'un  nombre  entier 
positij  qni^  cwec  Vad jonction  d'un  ensenildc  de  donnres,  qiialita 
tires,  contient  tous  les  éti'-nients  pour  lu  dctcrnti  nation  de  lu  jonc- 
tion dans  le  cercle  (1,  arec  une  approximation  donnée  à  l  avance. 

Divers  élùnienls  caraclrrisllqnes  des  louclions  analvliqurs  se 
laissent  égalemenl.  par  la  iiicilnxle  spectrale  de  M.  Pelrovitcli,  con- 
denser en  un  seul  iioinhn;  déclinai  cl  un  cnseinlilc  Ar  données  quali- 
tatives. Tel  e>-L.  |)iii'  ixcinplc,  le  cas  des  singularités  d'une  fonction 
comprise  dans  un  ccicle  avant  pour  centre  un  point  ordinaire  de  la 
loncdoa;  ou  liicii  le  cas  des  zéros  dune  fonction  couipris  dans  un 
cercle,  etc.  Ainsi,  (Haut  donnée  une  lonctiony'l  ;).  on  peut,  daprés 
un  théorème  connu  Av  M.  Horel  (  '  ),  j)Our  la  détermination  de  ses 
singularit(''s  à  linli-ricur  duii  cercle  quelconque  di-cnt  autour  d'un 
quelconque  de  ses  points  ordinaires,  substituer  à  j\  z  )  une  fonc- 
tion (E).  Celle-ci  avant  \\\\  spectre,  on  a  par  là  une  correspondance 
entre  f{z)  et  un  noiuhre  décimal  contenant  tous  les  éléments 
pour  la  détermination  complète,  des  singularités  de  J  [  z)  dans  un 
cercle  donné.  Le  même  procédé  appliqué  à  -  .  f —  d-,/'-,  etc..  établit 
une  pareille  correspondance  entre  /(;  )  et  un  nombre  décimal  déter- 
uiinant  les  valeurs  de  z  pour  lestjuelles  /(  c  i  s'annule,  prend  une  valeur 
donnée,  atteint  un  inaxiniuiu  (mi  uiiuiuiuni.  etc. 

La  méthode  spectrale  jette  ainsi  une  vive  lumière  sur  le  rôle  joué 
par  les  nombres  décimaux  dans  la  déleruiination  des  fonctions.  Il  a 
été  acquis,  par  les  travaux  récents  sur  la  théorie  des  fonctions  (-  ), 
que  tous  les  problèmes  qui  peuvent  se  poser  dans  l'étude  des  fonc- 
tions définies  par  des  conditions  énumérables  peuvent  être  trans- 
posés, en  principe,  en  problèmes  relatifs  à  la  délinition  d  un  seul 
iioud)re  d(''Cimal:  uiais  cette  vue  llieoii([ue  n Csl  pas  d  un  L;rand 
secours  tant  qu  on  ne  délinil  pas  d  une  uianière  concrète  la  corres- 
pondance entre  la  fonction  et  le  noudjre  (h'ciuial.  Or,  la  méthode  de 
M.  l'elrovitch  ollre,  précisément,  un  ihoncu  ellicace  d  étaldir  une 
telle  correspondance  et  de  le\er  ainsi  la  diflicidti'  princij)ale  dan«>  le 
problèuie  de  ramener  efl'ectivement  l'élude  d'une  fonction  à  celle 
d'un  nombre  décimal. 

(')  I'].  BoREL,  Leçons  sur  lex  fonctions  méro/norpfies.  kjo.î,  p.  j.'j-Sfi. 

(V)  E.    liOREI.,  lijid.   (Noie   III). 


QUATIllKME  IWKTIE. 

EULATIUNS  DIITKHKNTIELLES. 


I    —  Théorie  analytique  des  équations  différentielles. 

(Mrinoires.  N<,le.-  cl  (Hnriige  n"-  1.  2,  lî,  li.  lô,  IS.  Il»,  21.  ^i.  VÎT.  .".I.  i;5.  90.) 

)M.  M.  PclniN  iltli  a  iloiuif  de  iioinhri'iix's  conl  rilml  i(iu>-  à  la  l  liroiic 
analvliquf  des  équations  dilVérentiellos,  en  éludianl  |>ai-  lo  nictlindo 
modci'nes  et  par  les  arllfices  qui  lui  S(jnl  propres,  les  piojirn-tés  des 
intégrales  eu  elles-nu'nies,  sans  se  préoceup<r  de  leur  reprt'senlation 
explicite  qui  n"<'sL  daillcurs.  j)OSsil)ie  qnr  dans  des  eas  restreints. 

L'idée  fondamentale  el  siinj)le  qui  lui  sert  de  hase  consiste  en  ceci  : 
les  problèmes  se  rattachant  à  la  manière  dont  les  constantes  d'intégra- 
tion entrent  dans  lintégrale  générale  d'une  équation  diflerentielle 

algéhrique 

F(  .r,  j',  y',  y".   .  .  .  i  =  i> 

(F  étant  polynôme  enj.,y'.r\  ...  )  dépendent  essentiellement  de  la 
manière  doi\l)-,y\y',  entrent  dans  F,  et  [mh  suhr  (/rpcnflen/  essen- 
tiellement  des   groupes  d'exposants  de   diseis    termes   de  V   en 

)•,  j-'.  1     A  l'aide  de   ces  groupes  de  nombres    entiers   positifs, 

M.  Petr«j\itch  forme  certaines  ligures  géométriques,  semblables  aux 
lignes  polygonales  de  Newton  et  de  Briol-Bouquet  <huis  la  théorie  des 
fonctions  algébriques  d  des  ('(pialions  dill'»  rcutirllo  <hi  juv-iuicr 
ordre.  Ces  ligures  représentent  el  résument  d'une  certaine  façon  la 
manière  dont  j\y,y',  ...  entrent  dans  F  et  ullient  ainsi  les  <'Iémenls 
nécessaires  pour  reccinnail  i-e  si  I  inli'-giale  i;enèiale  jouit  d  une  Iclle 
ou  telle  propriété  ratlaclKM-  au\  constantes  dinti  :;ial  i<iii.  i.i'  piocèdè 
que  M.  Petrovilch  enq>loie  à  cet  ellèl  contient  le  germe  d'une  méthode 
générale  et  féconde  pour  étudier  les  proprié-tés  de  1  inlegrale  sur  des 
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(igiiics  ^»j(iinùlri(juesc(>n\('iial)lciii('nl  lallacliros  à  j'rrjiialinn  dillr-ren- 
tiellf  cl  (li|)cn<laiiL  des  <;nnij)es  d'eiilicrs  cilés. 

M.  lV'lrnviU:li  Irailc  par  (•(•lt<'  iiu'lliode  diverses  cjuestions  concer- 
nanl  l'élude  directe  des  zéros,  des  infinis,  des  maxiniael  niininia,  elc., 
des  intégrales  des  éfjualions  difFérenLielles  alj^ébriques  de  Lout  ordre 
«l  aj>|)li(jiie  les  résidlals  ohlenusà  l'élude  des  intégrales  en  se  plaçant 
au  |)uinl  de  suc  de  la  lliéorie  i;énérale  des  fontli<ui>. 

Lorsque  dans  i"inléf;rale  i;éné'rale  )-  (.r,  C|,  ...,  C,,  )  d'une-  équation 
d'ordre  y>  on  fait  varier  les  eonslanles  d'inté<:;ration  C^|,  —  C^,  les 
valeurs  de  X  qui  annulent  celle  intégrale,  celles  (|ui  la  rendent  infinie, 
celles  qui  la  rendent  niaxiniuni  ou  minimum,  elc.  varient  gcnérale- 
ment  cnec  les  constantes  d'intégralion.  D'une  manière  générale, 
lorsqu'on  fait  varier  une  constante  quelconque  C/  figurant  dans  l'ex- 
pression de  l'intégrale  générale,  les  valeurs  x  =  Xo  (|ui  annulent  une 
combinaison  donnée  T  (x,  ^,  >'',  y  ,  ...  )  de  la  Aarlable  indc-pen- 
dante  .r,  de  l'intégrale  y  et  de  plusieurs  de  ses  dérivées,  varieront 
aussi.  A  une  courbe  donnée  quelconque  Y ,  dans  le  plan  de  la  cons- 
tante C,-  correspondent  une  ou  plusieurs  courbes  A/  dans  le  jtlan  des 
jffl,  de  telle  sorte  que,  si  la  constante  C/  décrit  la  courbe  T,.  une  va- 
leur Xo  décrira  l'une  des  courbes  A/. 

M.  Petrovitcli  s'est  proposé  de  chercher  les  conditions  pour  que 
ces  courbes  A/  se  réduisent  à  des  points  isolés,  c'est-à-dire  les  condi- 
tions/)o«r  ^«e /e5  valeurs  x^  ne  varient  pas  avec  les  constantes 
dintéi; ration,  et  de  les  calculer  tous  dans  ce  cas.  Le  problème, 
une  fois  la  combinaison  W  donnée,  se  ramène  à  la  recherche  des  con- 
ditions pour  que  les  zéros  ou  les  infinis  de  l'intégrale  générale 
ne  varient  pas  avec  la  constante  d'intégiation.  el  au  calcul  direct 
des  zéros  ou  des  infinis  de  cette  intégrale,  problèmes  déjà  suffisam- 
ment intéressants  par  eux-mêmes.  MM.  Fuchs,  Poincaré,  Picard  el 
Painlcvé  se  sont  occupés  de  problèmes  analogues  concernant  les  points 
critiques  algébriques  et  les  singularitt-s  transcendantes  de  l'intégrale 
yénèrale.  Si  le  fait  de  la  fixiu-  des  singularités  est  d'une  importance 
capitale  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions,  il  n'en  est  j)as 
moins  vrai  que  le  fait  de  la  fixité  des  valeurs  désignées  parxo,  j'^inl  à 
celui  delà  fixité  des  singularités  transcendantes,  peut  avoir  une  grande 
importance  dans  les  applications  des  équations  difrérenlieiles. 

^l.  Petrovilch  donne  la  solution  complète  du  problème  dans  le  cas 
des  équations  algébriques  du  premier  ordre.  Les   conditions  néces- 
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saires  et  suflisantes  |)iiiii"  ([iic  lo  zcvn^  mi  h  ^  inlini<  de  rinl«''i;i-al(> 
•jônérah'  no  vanriiL  [>a>  a\cc  la  ((instaiilr  d  iiil(  i^ial  khi  xnil  lir> 
simples,  cl  il  oi  loniours  lacili'  de  vciiliir  m  (•ll<•-^  sdiiI  ifinpln--  |ioiir 
unr  t'i|iiati(m  (Itimicc.  Si  les  zéros  (on  les  iiiliiii^  i  sdmI  li\es, 
M.  TclioN  itcli  m<li(|iu'  le  moNi'u  (N-  les  calciilrr  loii>.  <i  lc>  iiirtliodo 
<lc  Hriol  cl  Hoiupiol  |icrincllciil  alors  de  li(m\<M'  leiii>  oidres  <laiis  le^ 
cas  où  ces  ordres  exf-lciil  cl  d  Clinlicr  I  inlci^ralc  dan»  liiir  voismaj^c. 
S  ils  sont  mobiles,  M.  l*elro\  ih  li  d(»iiMe  le  ino\  en  de  delcrmiiier  leiii> 
ordres,  ([iii  sonl  toujours  des  nombres  eommensnraMc^.  Ce  eali  iil  se 
lail  j;raphi([uemenl,  d'une  manière  treseommode.au  ino\cnd  iini'er- 
laiH  |)idviiiine  dont  la  couslnicliou  n'exi<:e  (hk-  la  ((umaissance  <b\'^ 
exposants  île  r  et  r  dans  le  premier  membre  de  lécpiation,  mis  sous 
la  forme  d'un  polvnome  eu  r  et  y'  éi;al  à  zéro.  T,a  considération  de  ce 
polvî^one  s  inlroduit  d  une  façon  naturelle  (lan>  celle  ('ludc.  comme 
on   s'en    rend    C(nu|>te  parle  lli(''orcme  suivant  di'  M.  l*cîro\ilcli  : 

Pour  f/i/e  i  intégrale  ail  des  zéros  mobiles  d  ordre  ).,  il  faut  et 
il  suffit  que  ce  polygone  ait  un  côté  de  coef/icient  angidaire  /.  ; 
fOur  qu'elle  ait  des  in  finis  mobiles  d'ordre  A,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  polygone  ait  un  côté  de  coefficient  an  ait  taire  — ).. 

Les  mêmes  considi-ralKuis  conduiscnl  aux  lli(''orcmes  suivants  : 
Supposons  l'écpialion  écrite  soi  s  la  loiiue 


(     |0  I 


y/c-r, 


où  \^'>  fi  sont  |)ol\  nomes  en  )',  et  où  le  dci^ré  de  //  soil  v,-. 

Pour  que  b's  zéros  dr  l' intégrale  de  {  i")  )  soient  fixes,  il  faut  et 
il  sulfit  qu'après  avoir  supprimé  im/s  les  fai-fci/i's  rommuns 
aux  fi  (  ./•.  )'j,  chaque  fi  contienne  le  facteur  y'' .  où  h     i. 

Pour  que  les  infinis  de  i  intégrale  soient  fixes.  Il  faut  et  il 
su I fil  qu  on  ait  v,    -  '/(^'li pour  /=  o,   i,  2,  ....  y.. 

P<air  «jue  les  zéros  et  les  infinis  soient  fixes  à  la  fois,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'équation  soit  liomogène  en  y  et  1',  ou  bien  que  le 
polygone  soit  un  rectangle. 

Dans  le  cas  d'une  éfjuation  dOnlre  supt-ncnr.  il  e-t  im|io»>ible  de 
donner     une     xdiition     aussi    c(nn|ilele     i\\\    luiddéme.    -Néaniiioius. 


M.  l 'il  in\  ilcli  ('•iioiici'  (Ic-^  cumlil  i(iii->  s///// s7////r.s'  |)oii  i- fjiic  les  zcro- 
uu  les  iiiliiiis  (le  riiilt,''i;i'iilt'  i;t'iK"ralr  scjkmiI  lixcs,  en  .supjxjsaiil  !<•> 
binj;ulaiil(''s  Iranscendanles  des  intéj^ralcs  cnvisa-iées  fixes  ;  les  lliéo- 
rènies  ainsi  énoncés  trouvent,  par  exemple,  leur  application  dans 
l'étude  des  inté<;rales  uk  r(iiii(»r|)hes  de  I  éfpialioii.  puni'  lesrjuclics  les 
dillicuUés  relatives  aux  singularités  Iranscendanlis  ne  se  présentent 
pa>-.  Les  conditions  suKisantcs  ainsi  ti*ou\ées  sont  plus  compliquées 
ipic  dans  le  cas  do  iMnialKtiis  du  premier  ordre,  mais  d  ol  loii|our-» 
possible  de  vérilier  sur  liMpiat  uni  tliUerentielle  elle-même  sielles  sont 
remplies  ou  non.  Cetle  \enliealion  se  réduit  à  la  construeiion  «ruii 
polv»;<>ne  analoi;ue  à  celui  du  cas  des  é(jualioiis  du  jiremier  ordre  cl  à 
la  reelierche  des  racines  dune  équation  algébri([ue  (rattachée  àTéqua- 
lion  diflérentielle  donnée)  conq)riscs  dans  un  intervalle  réel  donné  ou 
dans  une  bande  limitée  par  deux  droites  dans  le  plan  des  imai;inaircs. 
Les  coellicients  angulaires  des  côtés  du  polyi;one  et  certaines 
racines  de  celle  équation  algéinique  représentent  les  seuls  ordres 
possibles  des  zéros  et  des  infinis  mobiles  de  l'intégrale  (mais  on  ne 
sait  pas  alors,  en  gi-néral.  s'il  n Cxiste  pas  des  points  x  mobiles  où^i' 
s'annule,  j)''  étant  indéterminée).  Ces  ordres  peuvent  être  invariables 
(  commensurables  ou  incommensurables"),  ou  même  imaginaires,  ou 
dépendre  des  constantes  d'inlégration  ;  M.  Petrovitcb  indique  des 
conditions  siij fiscintes  pour  qii  il>  soient  tons  i/nariables,  comme 
dans  le  cas  de-s  équations  de  |»reinier  ordi<'. 

3^.  Les  ap|dications  de  ces  résultats  sont  nombreuses  cl  \ariées. 
I/une  d'elles  fournit  les  conditions  nécessaires  et  siif/iscuiLcs  pour 
(lue  l  intégrale  générale  dune  équation  algébrique  du  premier 
ordre  ait  toutes  ses  singularités  fixes.  D'après  le  tliéorèmc  connu 
de  M.  l'ainlevé,  les  singularités  transcendantes  de  l'intégrale  ne 
\arienl  jamais  avec  la  constante  d'inlégration.  AL  Fuclis  a  donné  les 
conditions  pour  qu'il  en  soit  de  même  des  |)oinls  critlcpies  algé- 
brnpies,  et  il  sidlil  d'v  adjoiiiihe  les  conditions  de  AL  l*etrovllcli 
pour  la  fixité  des  infinis  pour  arriver  à  celles  de  la  fixitt-  de  toutes  les 
singularités,  v  conqu'is  les  pêjles.  Lorsque  ces  conditions  sont 
iem|)lies,  l'équation  s'inlègre  par  des  opérations  algébriques  ou  par 
deux  quadratures  au  plus,  et  M.  Petrovitch  précise  la  forme  analy- 
tique même  de  l'intégrale  dans  ce  cas.  Il  applique  ces  conditions  à 
diverses  classes  générales  d'équations  <.lu  premier  ordre  en  cherchant 
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loiilcs  les  c(|ii;ili()iis  a|)|tart<'iuuil  à  niu'  tcllf  (•|il^S(^  tlonl  riMlft;ralc  a 
ses  siuj;ularilés  fixes. 

Les  nirines  résultais  coiuluist'iiL  à  la  sululutu  i:()iii|il(lc  du  pro- 
blciiu'  :  recon/iaîtrc  si  pour  une  équation  ala'éOrif/uc  ilu  premier 
ordre  existent  dans  le  /dan  [x,  ))  des  courbes  Y  que  les  intégrales 
particulières  ne  coupent  qu'en  des  points  fixes,  et  t/om'ei-  ces 
courues  quand  elles  ejriste/it. 

l.laiil  (lonncc  une  t'(jiialuin  ali;él)ri(|U('  «le  prciiucr  ordre 

F(x.  y.yj^o 
avanl  des  racines  mulliples  en  )',  st»il 

le  résultat   d'élimination  de  y'  entre   F^o   et  — -  =0.    Lorsque  la 

fonclion  j'i^x),  satisfaisant  à  ré<juation  Q  =  o,  ne  salisfail  pas 
à  F  =  o.  on  démontre  que  la  courlx*  Q  =  o  représente,  en  général, 
le  lieu  de  points  de  rehroussements  des  courhes  intéj^rales  de  F:=o; 
si,  au  contraire,  la  courbe  Q  =  o  salisfail  à  h"  =  o,  on  démontre 
quelle  représente,  en  général.,  l'intégrale  singulière  de  celle  é(jua- 
tion  et  l'enveloppe  de  ses  courbes  intégrales  (').  Cependanl  un 
exemple  signalé  par  M.  l'elrovitc  li  fait  voir  (juil  peut  arriver  (jue  la 
courbe  Q(^)  =  <»,  lout  en  satisfaisant  à  l'équation  F  ^  o,  ne  soit  ni 
solution  singulière  ni  em^eloppe  de  courbes  intégrales  de  cette 
équation.  ^I.  l*elro\il(  li  démontre  un  ibéoréme  général  rehihl  à  ces 
cas  d'exception  en  faisant  voir  (jue,  dans  ce  cas,  la  courbe  i)  1^  o  est 
une  courbe  Y  que  tes  intégrales  de  F  =  o  ne  coupent  qu^en  des 
points  fixes  : 

J*(>iir  qu  une  ('(pialion  V=  o  admette  des  courbes  W  il  faut  et  il 

suffit  (pie  les  équations 

0'".+".  V 


où  ini-\-  ni<C.  n  {n  étant  b-  plus  grand  exposant  de  y'  rla/is  h") 
aient  des  solutions  communes;  si  u{x)  est  une  telle  sD/ution.  la 
courbe  u{x)  =  o  est  la  courbe  Y  cherchée. 

(')  l'icARD,  Trnilc  d'Analyse,  l.  III,  Cliap.  lit. 
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LCxisIcncc  (les  fdiiihfs  1  pour  une  t(|ii.iliiiii  didritiiiit'llf  donnée 
liicililc  >(iu\ent  ICtiKii'  (lr>  intc};rales.  Dans  ccrlains  «as  i;énéraux, 
elle  (-(iiKliiit  à  I  inU'i;rali()ii  «oinplèle  de  ré(|iuilion;  dans  d'autres  cas 
cllr  >im|»lilic  la  dctniiiinat inii  des  inh-^ralcs  pai-licnlirres  dune 
liai  lire  anal  vl  kiiic  «Iuiiikt  i  mit  ;;ialrs  m(i(iiii()i|)lirs.  rai  i  uni  ici  1rs.  clc). 
Par  exemple,  litiile  équation  ali;«iljri«|iir  du  premier  ludir  à  points 
erilifpies  lixes,  admettant  des  eourlu-s  T.  s  iiilèyre  soit  al<;éhrlque- 
menl,  soit  par  une  ou  deux  (juadralurcs,  et  .^^.  l'etrovitch  précise  la 
forme  anaUllipic  d Hue  telle  iuléi^rale. 

IV,].  [.es  it'sultats  les  plu>  importants  des  n'cluTt  lu-s  t\f  M.  l'clro- 
\iteli  dans  le  diunaine  de  la  tliéiuie  analvti((ii«'  des  é(juations  dillV'rcn- 
tielles  sont  celles  qui  se  rattachent  à  I  élude  des  iiitégrales  jKirlicu- 
lirrcs  uniformes.  Même  dans  le  cas  où  l'intégrale  générale  nesl  pas 
unilorme,  l'équation  peut  admettre  une  ou  plusieurs  intégrales 
particulières  uniformes,  l-es  méthodes  servant  à  reconnaître  si 
l'intégrale  générale  est  uniforme  ne  s'appliquent  point  lorsqu'il 
s'agit  de  reconnaître  si  l'équation  admet  des  intégrales  y>rt/7/c«//è/f\ 
nnilormes,  problème  généralemenl  plus  compliqué  «pic  le  piemier. 
De  même,  on  sait  reconnaître  la  nature  analytique  «le  1  intégrale 
générale,  supposée;  unltorme,  d'une  équation  d«)nnée,  mais  on  ne  sait 
pas  résoudre  le  prohléiiu'  analogue   p«uir  les  intégrales  particulières. 

Deux  ou  |)lusieurs  intégrales  particulières  uniformes  transcen- 
dantes yi,  >'2,  ...  sont  à  considérer  comme  disLinctes  s'il  n'existe 
entre  elles  aucune  relation  algébrique  à  coefficients  fonctions  algé- 
briques en  X.  En  condjinant  un  procède  «'mpl«)yé  par  M.  I'ainl«n«'' 
dans  l'étude  des  intégrales  rationnelles  dune  équation  diflén-nlielle 
algél)ri([ue  du  jiremier  ordre,  avec  les  théorèmes  classitpies  de 
M.  Picard  sur  les  zéros  «les  foiuluuis  uniform«'s  et  sur  le  genre  des 
courbes  algébriqu«'s  dont  les  coor«lonnées  sexpriment  comme  fonc- 
tions uniformes  «l'un  paramètre,  AI.  Petrovitch  m«»ntre  comment  «)n 
peut  préciser  une  limite  supérieure  du  nombre  des  intégrales  uni- 
formes distinctes  d'une  telle  équation.  Il  indique  la  forme  des  équa- 
tions admettant  des  intégrales  uniformes  transcendantes  et  signale 
aussi  les  relations  algébricpies  existant  alors  entre  telles  intégrales 
non  distinctes. 

Ainsi,  «'tant  donnée  un«^  «'■«pialion  !•' (^u',  j)',  )' )  :=  o,  où  F  est  un 
polvnomc  en  y.    y' .  à  coefficienls  fonctions  algébriques  de  x\  pour 
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(/it'clle  piiissr  (olinrUrc  îles  intriirdlcs  um J ornifs  {/•(//isci'fu/tni/fs, 
il  fdul  ijuc  V  soit  idlioti iiel  en  .r.  (Si  fcllc  <  ihkIiImiii  nCsi  pas 
romj>lic,  toute  inlt'uralc  iiiiildnnc  r>l  laliiiiiMcllc  et  I  un  saura  loiijoiirs 
la  oalruliT.  )  Va  alt>r»  : 

i"  Si  rci|iialu'ii  1"=:.»)  est  à  points  cnliqucs  lixo,  elle  |Knt 
admettre  nu  />/;/>  /rnis  intégra/es  uniformes  distinctes.  En  parti- 
(Hilicr,  si  Ir-ipiatinii  rsl  du  j^enre  /.rvo.  rWc  se  ramène  ali^t'ltiupirmeiil 
à  une  éqiuuion  de  lliecali  et  peut  admettre  o,  i.  a  ou  .»  intéj;i-ales 
unilormes  distineles.  mais  pas  davanlatic  Si  lécjnation  est  du  ^cnre  i, 
il  ne  saurait  jamais  exister  |)liis  d'une  telle  intégrale;  si  elle  est  du 
genre  plus  grand  (pu-  i.  toute  intégrale  unilornie  est  rationnelle. 

a"  Si  l'équalion  est  à  jioints  critiques  mobiles,  au  genre  zéro 
en  (  )',  y'),  et  si  elle  n  <\sl  pas  réductible  à  une  équation  de  Riccati  ou 
une  équation  linéaire  du  premier  oidre,  «die  admet  iiii  /iliis  (h'ux 
intégrales  ii  ni  formes  distinctes. 

En  étudiant  de  plus  prés  l'équation 

(  \ù  I  y  =  RO.  )■  I, 

»»ù  R  est  rationncd  eu  .r  et  )',  M.  i'elrovitch  arrive  au  tlii-oréme  plus 
complet  suivant  : 

L'écjuation  (  l'i)  ne  peut  admettre  plus  de  trois  inlé^rcdcs  uni- 
formes distin  êtes . 

Si  elle  en  admet  trois,  c'est  une  équation  de  Jiiccali. 

Si  elle  en  admet  deux,  c  est  une  éijuation  de  lîiccati,  ou 
linéaire.,  ou  bien  se  ramène  à  la  forme 

P(  .r,  y  I 

y  = 


<  r  —  ■?  )" 


ail  P  est  un  polynôme  en  x  et   y  de  degi'é  m  -h-'-  <'ii  ,i',  et  ':>  étant 
une  fonction  rationnelle  en  x. 

Si  elle  en  admet  une.  elle  se  ramène  soit  à  C  une  des  formes 
précédentes,  soit  à  la f(ui)ie 

,_  P(.r.  V) 
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où  cp,  rt  'ç.soiit  rationnels  en  x,  et  I*  é/tinf  un  ftofynonie  en  v  ef  ^ 
(le  deiirr  h  -\-  le  -f-  2  en  y  (  '  1. 

Toul  (H'ci  resit;  aussi  valahli-  [tniir-  le--  t•(Hlilln•ll•^  on  |''(.r,  >',y  )  =  <), 
où  V  osl  1111  |M>l\ii<iiin'  incdiKtihlc  m  x.  \.  y  <'l  •''•  }j;x'nr('  zéro  v\\  y 
VI  y'. 

Dans  le  cas  de  ré(jii;ilinn 

(47  )  F(  .r,  X.  ji'.  y  )  =  o. 

où  b  est  un  |)(>1\  uomc'de  j;enre  zér<j  en  )' el  j',  à ''^•''""■'^■'^^'"  rationnels 
en  X  et  \,  et  où  \  désigne  une  fonction  algél)ri(|iir  de  .r.  loiilr  inté- 
grale uniforme  est  rationnelle;  mais  il  peut  v  avoir  des  inlé^ialcs 
transcendantes  unifoiines  en  x  et  \.  M.  l'elrovitcli  a  établi  qu'il 
n^ existe  jamais  plus  de  trois  telles  intégrales  distinctes;  s'il  en 
existe  trois,  rcqualion  est  rc'duelihlc  à  une  ('([uation  de  Riccati. 

Les  mêmes  méthodes  s'étendent  aux  ('-quations  (4;)  du  genre  i 
ou  2  en  y  et  r'.  et  en  les  appliquant  à  l'ccpialion  du  premier 
ordre. et  du  second  degré,  ainsi  cpi'à  l'équation  Uiaonie  du  premier 
ordre,  M.  Petrovitcli  arrive  à  préciser  les  types  de  telles  équations 
pouvant  admettre  des  intégrales  uniformes  en  x^  ou  en  {x^  \  1. 

Quant  au  problème  de  reconnaître  si  Yintégrale  générale  dune 
équation  algébrique  du  premier  ordre  est  rationnelle^  il  se  ramène. 
|)ar  la  méthode  de  l'oincaré,  à  des  opérations  algébriques,  ou  à  une 
quadrature,  ou  à  la  question  de  reconnaître  si  l'inlégrale  générale 
d'une  équation  de  Hiceali  est  rationnelle,  ce  qu'on  sait  toujours 
reconnaître.  Mais  quand  il  s'agit  des  intégrales  particulières 
rationnelles,  le  problème  devient  plus  diflicile  et  exige  des  méthodes 
spéciales.  M.  Painlevé  en  a  donné  une  (pil  j)ermet  de  déterminer 
sûrement  toutes  les  intégrales  rationnelles  pour  des  classes  étendues 
d'équations  du  premier  ordre.  M.  Petroviich  indique  les  simplifica- 
tions qu'introduit  dans  le  problème  la  considération  de  son  polygone. 
La  m«''thode  s'étend  méuie  au  problèm<^  plus  général  des  intéi^rales 


(')  Le  lliéorème  de  M.  Pelrovitcli  fait  lohjel  du  c:iiapilr.>  Mil,  Section  \  (  .S"«/- 
tes  transcendantes  uniformes  satisfaisant  à  une  équation  du  premier  ordre  et  du 
premier  de^ré)  du  Touie  lit  du  Traité  d'Analyse  de  M.  K.  Picard  (p.  356-309). 

M.  iMalimiiiisl  { Arta  mattiematira,  l.  \X\VI)  et  M.  Hemouiidos,  l'ont  étendu  aux 
intégrales  à  un  nombre  (ini  de  branrlirs.  M.  \\  allenberg  en  a  fait  une  communica- 
tion à  la  Heiliner  matliem.  C.esellscliaft  {Sifzung.  am  2G  febr.  190a).  Voir  aussi  une 
analyse  de  M.  L.  Aiiloniic  dans  la  Itevue  i.'énérale  des  Scienrcs,  l'aris,    1H96,  p.  loô. 
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transcendantes  jnéromorplies.  en  |»rnnt'U;ml  de  lamnicr  leur  ciilrnl 
à  celui.  rt'lati\cin(M»I  |iliis  facile,  des  inlé^iides  liitlomiti|tli<s  dans 
tout  le  plan. 

.'{ 'i .  (iéiiéraleinenl,  les  inélliodes  |)(iiir  l'cindc  dlreeio  des  inlé- 
i;rales  des  équalidiis  al<;éhi-i(jiies  du  |ii'emier  ordre  ne  s'aj)[)li(|iienl 
pas  aux  l'yjffa fions  (/'o/ilre  supérieur.  C/esl  cpie,  d'une  pari,  jxiur 
telles  equalions.  les  sinj^ularili-s  Iranscendanles  varieui  avec  les  cons- 
tanlcs  d'inlégration.  Daulre  part,  dans  le  cas  du  premier  ordre, 
toutes  les  délerniinations  de  la  dérivée  r'  sont  des  fonctions  aliié- 
briques  connues  de  r.  pour  l(s(pi(ll<'s  on  peut  trouver  les  systèmes 
circulaires  de  racines  sannulant  avec  r'  et  étudier  la  façon  dont 
chacune  de  ses  racines  se  comporte  dans  le  voisinage  de  données 
initiales  .r  =  a^-o  et  r=j'o-  Ceci,  sauf  des  cas  exceptionnels,  ne 
subsiste  pas  pour  les  équations  d'ordre  supérieur.  L'intéo^rale,  ainsi 
que  sa  dérivée,  peuvent  devenir  indéterminées  pour  les  valeurs  x  =  .Tq 
quelconques;  l'intégrale  peut  aussi  présenter  des  coupures  variables 
avec  les  constantes  d'inli-oration.  ou  encore  des  lignes  singulières 
non  analytiques,  variables  également  avt;c  ces  constantes.  Ces  difli- 
cultf's  empêchent,  comme  dans  bien  d'autres  circonstances,  l'extension 
lies  méthodes  qui  ont  réussi  dans  le  cas  des  équations  du  premier 
ordre. 

JXéanmoins,  les  procédés  de  M.  Petrovitch  permettent  une  certaine 
extension  dans  l'un  ou  l'autre  des  cas  suivants  : 

i"  Lorsqu'on  peut  reconnaiire  sur  réipialion  (lillVrenlielle  elle- 
même  (par  exemple  par  la  mélhoth;  de  M.  Painlevé)  que  les  singula- 
tés  transcendantes  de  l'inli'i^rale  ne  varient  pas  a\ec  les  cousianles 
dinlégralion  : 

2"  Lorsqu'on  se  borne  à  étudier  les  intégrales  (parli(  iilières  ou 
d('-pendanl  des  constantes  d'intégration)  avant  les  singularit(-s  essen- 
tielles données  à  laNance.  par  (îxenqile  les  in  lé f>  raies  méroniorphes. 

D'abord  M.  l'riroviich  fait  voir  les  simplifications  que  ses  théo- 
rèmes sur  les  zi'ros  et  les  infinis  (h.-s  intégrales,  a\ec  la  considération 
de  son  polvgone  rattaelK-  à  rérjuaiioii.  peiiiietteni  dapi^nler  à  li-liidc 
des  intégrales  uni  formes  (|)arli<iilièies  ou  gi-iu-rales  )  de  classes 
étendues  d'é([ualion  dun  ordre  quelcon(jue.  A  l'aide  de  ces  théo- 
rèmes et  de  quelques  résultats  connus  de  la  théorie  des  fonctions,  on 
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peu!  réduire,  pour  des  types  j^ùiiéraux  décpiallons,  réliido  dos  inlé- 
i;r;d('s  imirormi-s  à  rcliidr  ;mfd()<;iic  relative  à  des  écpiations  d'ordre 
inférieur,  ou  |)ieii  à  l'élude  des  intéj;rales  ludomorphes  d'autres  équa- 
tions. M.  l'elroNihli  inilii|iic  des  Ivpes  <;énérau\  d'('qualions  d  un 
ordi-e  (jueleiUKpie  |)()ur  lesipielles  cm  p(Mit  ariiriuer  (|ue  les  Iraiiseeu- 
danles  iiniroriues  eii^cndrt'es  |)ar  leur  inléi^ratioii  ne  didérent  pas  des 
transeentlautes  aujnuiirimi  connues. 

On  apj)(dle  |;<'-néiidenienl  inlégrale  prcmii're  d'une  éfjuation  dil- 
férentiellc  V i^x^  j',  y\  y\  . . .)  =  o  une  fonetion'l»  de  la  variable  ind(''- 
pendante  x,  de  rintég;rale  y  et  de  ([uelques-unes  de  ses  dérivées,  (pii 
se  réduit  à  une  constante  en  vertu  de  l'équation  ¥  ^  o  quelle  que  soit 
iinlégrale  pailicuKère  y  considérée,  et  c'est  la  valeur  seule  de 
cette  constante  qui  varie  avec  cette  inlé;;rale  jjarticulière.  M.  Petro- 
\iteli  montre  la  possibilité  de  former  de  telles  inlé<;rales  premières 
valables  seulement  pour  les  intégrales  iV  une  certaine  nature  ana- 
lytique. A  savoir,  il  y  a  des  classes  étendues  d'équations  d'un  ordre 
quelconque  où  l'on  peut  conclure,  par  la  considération  du  polygone 
de  M.  Petrovitch  qui  leur  correspond  et  en  vertu  des  propinétés  géné- 
rales des  fonctions  d'une  certaine  nature  analytique,  qu'une  expres- 
sion déterminée  <I>(x,  y,y',  j",  •  •  •)  doive  se  réduire  à  une  constante, 
à  une  fonction  ralionnclle  ou  algébrique  en  .r,  etc.,  non  pas  pour  inie 
intégrale  quelconque.,  mais  pour  les  intégrales  t/'w/îe /?a/«/e  «-/o/i/îee. 
Ces  intégrales  sont,  par  exemple,  les  intégrales  uniformes,  méro- 
morphes  simplement  ou  doublement  périodiques,  les  intégrales  à  n 
valeurs, etc.,  qu'elles  soientinlégrales  particulières  ou  qu'elles  dépen- 
dent de  constantes  d'intégration.  Une  fois  ces  intégrales  premières 
connues,  la  recherche  des  intégrales  de  F  ^  o  se  ramène  à  celle  des 
solutions  communes  à  deux  équations  difTérenlielles  données,  et  par 
suite  à  l'étude  d'une  équation  d'un  ordre  moindre. 

Le  procédé  permet,  par  exemple,  de  sini|dl(icr  considérablement  la 
recherche  des  conditions  pour  qu'un  i\|)c  donné  d'équations  d'un 
ordre  quelconque  admette  d'intégrales  méroniorphes  doublement 
périodiques^  en  conduisant  à  des  intégrales  premières  relatives  aux 
intégrales  de  telle  nature.  C'est  ainsi  qu'on  reconnaît,  sans  aucune 
espèce  de  calcul,  (pie  ré([u;illon 

où  P  et  ()  sont  des  polynômes  de  degrés  respectifs  m  et  n.  ne  saurait 
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.i(lmclli('   (le    hlli'-    inl('':;l',ilc>   i|iii'  -I  //  t"«l   (le  l<i   lniinc  ///     f — —  ,    où  /. 

r^l  un  iliNisi'iir  (If  ■>  III .  Elle  en  ailiiidlra  cHfcl  i\  ciinii;  |i;ii'  cxciiiiilc 
.si  /n  =^  I ,  /i  =  A  ou  .').  les  ((icllii  lenls  île  I*  <■!  de  (  J  ihinl  (|ii(li()U(]n('s  ; 
ou  (Micorc  si  m  =  ■>.,  n  ^^  \  ou  (i,  les  (•oclli<>i('Uls  dJinl  ciinv  rii.iMrnicul 
<lioiM>.  (  )n  rcciumail  pai-  le  UKMiif  |>i(u't'Mlc  (|uc  I  cMslcncc  des  lulc- 
i;ralfs  uifn>iutii|ilu's  ddulilcinrul  [iriKuluiucs  de  I  otiiialMin 

oml;c  (|ii  du  ait  /i  -=  ni     -  i  -| — >  ou  /.   l'Sl  un  di  vi-cii  r  df  iiip        l  ; 

lf(|natiou  ol  eUccliv  enienl  iulc^rahlc  par  de  Irllcs  lonclious.  par 
exemple  dans  le  ras  où.  les  eocnicicnis  tle  I'  cl  de  (  )  ilani  (jucl- 
<onqucs.  on  a  />  =  3.  /;/  =  i ,  //  r=  2  on  .!.  Pour  les  ((pialions 

la  condition  néeessaire  de  1  existence  de  telles  inlégiales  est  (pie  son 
j)olygone  ail  au  inoin-  un  coté  à  coefficient  angulaire  entier  n(''gatiret 
au  moins  un  à  eoellieient  angulaire  entier  posilil,  et  cpi  il  n  y  ait  pas 
<le  e(')l(''S  à  eoellieient  angulaire  Iraclionnaire. 

Eu  applnpianl  le  ju'OCLkk'.  à  lilre  d Cxeniple.  à  1  ('(pialion 

/ij>  j':  j  ;  =  «; 

oùy"esl  un  polvnome  homogi-ne  en^'  el  )''  à  coefficienis  fondions  algé- 
lirirpies  dej)'.  M.  Pelrovitch  donne  lasolution  eom|)l('te  des  jirohh'mes  : 

i"  llcconnaîlre  si  1  int(''grale  gi-m'-rale  est  rationnelle  en  ./  ,  (ui  hien 
uniforme  et  simplement  ou  doublement  j)(''rio(li(pie  ; 

2"  Reconnaître  si  linlégrale  g(''ii(''iale  est  une  londion  a!g(  l)ri(pie 
en  x; 

?}"  Keeonnailre  s|  l(''(piation  admet  des  mtegiale.'  parlieuliere>  de 
<ette  nat  ure  ; 

4"  Délerminei-  I  inl('-grale  daie  le  cas  où  1  une  de-,  eondilions  1".  2", 
3"  est  remplie. 

!{').  Il  1  m  porte  dans  diverses  re(  lier(  lies  de  sa\  oir  cale  11 1er  les  rrsi- 
f/its  des  iondions  di'-linies  par  les  ('(pialions  dillé'renlKdles  sans  (pi Un 
ait  liCvoin  ou  mo\en  d  exprimer  la  fondion  •  ous  la  InriiK- e\j)lieile.  En 
ce  ([U  il  s'agit  des  équations  du  |)reinier  ordre.  ^L  i'droNiielia  montre 


su  — 


commealon  peni  ciilctilcrlns  résidus  de  ces  ionclidiis  relatifs  ;ui\  j)ôl('>; 
simples  mohilcs  i  ilniil  I  cxistcnre  se  n-coniiaîl  direclemenl  siii"  1  (''(|iia- 
lion  (Inimcc  ,1  liiidc  du  |Kil\};i»ne  de  M.  I'<l  lov  ilcli  )  <•!  <'>iiiiiiriil  mi 
peut  n-conniiilic  si  cc^  résidu^  \:iriciil  oii  iniii  ;i\('c,  ht  consliiulc 
il  iul('i;iiiliMM.  Les  rrsullats  ohlcnus  Inurnissciil  uu  nuiven  ellicacc  vA 
nuuiuddc  ])«)ui'  calculer  les  \aleurs  (pie  prend  le  Iniij;  d  un  coalour 
dmine  (!  I  inl(''i;r;de  curNilicne 


.[/'-'^' 


dz. 


oùyesl  riiilei^iale  i;('n('r;de  dune  (Mpuil  Ion  du  |)r(inier  ordre  ii  jx^les 
simples  moMles.  La  iè<j;le  de  M.  Pel  i'o\  ileli  (le\ieul  liés  ulile  quand 
ou  eheielie.  par-  e\emj)le,  les  résidus  des  fonctions  méromorplies 
doublement  periodiipies  définies  par  l'e-quation  dillerenlielle  du 
premier  ordre  à  laipndh^  elles  sali>loul. 

M.  [*etrovilch  a  étendu  ses  recherches  sur  les  résidus  de  l'intégrale 
aux  é(jualions  d'ordre  supérieur.  D'abord,  le  polvi^tnie  rattaché  à 
léfpiation  fournil  des  conditions  nécessaires  pour  qu'une  écjuation 
d'un  orilrc  (pielconque  ail  des  pôles  mobiles  d'un  ordre  d(''lermin(''. 
ainsi  que  des  conditions  su (fisantes  j)our  (|ue  tous  les  pôles  mobiles 
ne  soient  (pie  des  pôles  simples.  Ces  conditions  supposées  remplies, 
les  résidu>  de  1  iiUé;;ralc  i;énérale  s'obtiennent  comme  racines  d  une 
<x'rtaine  é(jualion  ali;ébri(jue  rallachée  au  polygone  de  l'équation,  et 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ces  résidus  ne 
varient  pas  aNCC  la  constante  d'intégration,  ou  bien  pour  qu'ils  soient 
Jonctions  algébrùjues  des  pôles  mobiles,  s'en  découlent  immédia- 
l^'nlenl. 

Le  procédé  permet,  entre  autres  a[)[)lications,  <le  mettre  en  ('vidence 
un  lail  remarfpiable  rr-latif  aux  intégrales  méromorphes  de  l'équation 

CI  S)  ••"l.>-/-y',  ...,r'"J  =  o 

il  un  ordre  qutdeonciut;  :  loi«.(|ue  |>our  une  translormée 

de  I  ecpiation  (  jM).  où  II  est  une  fonction  rationnelle  en  )',J  ,  ...,  Y  ^^K 
le  polygone  de  (  "jS)  remplit  certaines  conditions  faciles  à  \érilier.  il 
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existe  une  conshinio  A  Irllc  (|m'  1  Cxprcsslon 

G{z)  =  e^^' 

après  V  avoir  rcinplacr  )■  par  une  inléi;rale  niéroniorphe  (jueleon{|uc 
de  {.\S)  (le\i<Miue  une  ionclion  en fière  de  z.  Ces  lonclions  G(g)  ^«hié- 
ralisenl  aillai  la  lunet  ion 

Ahz)  =  e      J 
lie  ^^  cifislrass,  correspondani  à  r(}(|ualit)n 

y- — 4r'  '  •  —y  )  (  I  —  /''j'  )  =  o, 

ain>i  que  la  lonclion 

signaléi-  par  M.  Picard  (')  el  correspondani  à  l'écpialion 

(où  V  el  ()  sont  polynômes  en  y  et  }■')  lorsque  son  intégrale  générale 
est  uniforme,  R  étant  uii  polynôme  en  >'  à  coefficients  constants  con- 
\enablement  choisis. 

3l3.  On  sait  que  les  fonctions  uniformes  engendrées  par  les  é(pui- 
tions  diftérentielles  algébriques  du  premier  ordre  comme  leurs  inté- 
grales générales  ou  particulières,  ne  sont  pas  très  variées,  c'est-à-dire 
que  leurs  éléments  de  réduction  sont  peu  nombreux.  Ces  éléments  ou 
bien  coïncident  avec  les  fonctif)ns  élémentaires,  ou  bien  s'en  déduisent 
|)ar  des  quadratures,  «tu  Itieii  coïncident  a\ec  des  transcendantes 
engendrées  par  une  équation  de  Riecati. 

Il  n'en  est  pas  de  même  lorsfju'cn  donnant  à  la  xariaMc  diulcgralion 
une  valeur  constante,  on  considère  ilnlc-grale  cantine  fonction  de 
jxiianièlres  a,  figurant  dans  les  co<.'fllcients  de  l'équation.  Des  trans- 
cendantes qu'il  est  impossible  d'obtenir  par  l'intégration  d'une  é([ua- 
lion  dillérentielle  algébrique  quel  que  soit  son  ordre,  s'engendrent 
par  de>  •'•qualions  très  snuples  «piaiid  on  considère  1  hite^iale  coinux- 


P)  K.   l'icAriD,  Théorie  des  fonctions  alf;ébriqiies  de  deux  variables  {Journal 
de  Malhématif/ues  pures  et  apj>lii/uées,  i88(j,  p.  ^sii-aS-). 
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foncliini^  ilis  |i;ii';iiii(lrr.s.  Qvsl  ainsi  que  I:)  roiulimi  !'(  r  i.  \n  Inin-- 
ccinkiiilr  (le  \l.  I'rc(||i(ilm.  la  loiiclioii  1;^(;  )  «IJIninilc,  les  liniclKin-. 
inodiilain-^,  clc  >  Ciiiiiuiliciil  |>iir  des  ('■(|iiiiliniis  du  premier  ordre 
dans  les(|ii(lle--.  en  lail  de  1 1  iiMseendanl  e-..  ne  liiiiirenl  ixplieilenient 
<[U('  les  (onctions  exponenlielies. 

.M.  Pelrovih  II  met  en  ('■\ideiiee  la -grande  \arietédes  lianseendanles 
engendrées  de  celle  maiiièie  par  les  «^nations  dillV-rentielles  algé- 
hrujnes  du  |iieiiiiei  ordre. 

Dahord.  une  telle  transcendanle  y  (  a,  (iy,  corresj)ondaiil  à  une 
valenr  particulière  x  ^=  n,  dépend  ou  non  de  la  constante  d  inté{;ra- 
lion  (].  M.  l'elrovilcli  inili([ue  les  conditions  nécessaires  et  sujji- 
san/es  de  cette  dépendance.  Dans  1<>  cas  où  j-(a.  C)  ne  dépend  pas 
de  C,elle  sera  une  combinaison  r/^eZ^/vV/ae  de  coefTicients  del  éc[uation 
après  y  avoir  posé  j"  =  a.  Des  Wanscendantes  nouvelles  ne  peuvent 
donc  pas  et  re  en  gendrres  que  dans  les  cas  où  y  {a.,  C)  dépend  de  C. 

J^e  seul  cas  décjualions  algéhriques  du  premier  ordre,  dont  l'inté- 
grale générale  a  toutes  ses  sin^mlai-it(''s  fixes  et  pouvant  engendrer 
des  transcendantes  nou\  elles,  est  celui  des  équations  du  gente  zéro. 
Une  transformation 

(49)  y=  l\ix.  R,  y-i,  a,,.   ...) 

(où  Y  est  la  nouvelle  fonction  inconnue,  R  une  fonction  rationnelle 
en  Y)  ramène  dans  ce  cas  l'équation  donnée  à  une  équation  linéaire 
du  premier  ordre  à  coeflicients  fonctions  algébriques  de  coetficients 
de  l'équation  elle-même.  On  se  rendra  compte  de  la  variété  des  fonc- 
tions transcendantes  et  hjpertranscendantes  ainsi  engendrées  en 
remanpiant,  par  exemple,  que  la  valeur  asymptotique  de  l'intégrale 
générale  de  l'équation  linéaire 


y 


Hi  a.  r-l"'-)  = 


(«et  tétant  des  constantes  positives  et  il  fonction  ratiimnelle  ene'") 
s'exprime  linéairement  à  l'aide  de  la  transcendante  irréductilile 

Wa  -H  on 
et   d'un  nomlire  limite  de  ses  dérivées  par  rapj)ort  à  y.:  que  pour  la 


—  i)2    - 

N  iilfill"  ii>\  m|il(ili(jlic  (le  )•  (l(  rmir  |>;ir  r((Hi;il  idii 

y  — h  l\{  y.,  f— •'■)  =  o, 

1<>  r("ilt'  (I  flcmcMl   (le  rrdiicliDii   csi   |(mi('   piii'  l;i  I  r.insrcnilaiilc  iri'cdiio 
liblc 

n  —  X 

(il)  0(  a  I  =  ^  lo2;(// —  I  i2" 

Il  =  0 

L(ir>(jut'  I  ('(jiiiilioii  rsl  à  poi/i/s  crifK/ftrs  fixes  (  les  pôles  poiiviiiil 
èlre  iHoItilcs  i.  le  seul  eas  pouvaiiL  eni;eiulrer  des  triuisccinliiiilcs  nou- 
velles esl  eelui  des  eqiKdin/is  lUi  génie  zéro  ou  un.  Dans  le  cas  dn 
genre  zéro.,  une  transformai  ion  ('19)  ranu'nc  réqualion  donnée  à 
une  équation  de  Riccati  à  coefficients  fondions  al;;ébriques  des  coef- 
ficients de  léqualion  elle-même;  les  transcendantes  r(a,  C)  enj^en- 
dréespar  une  telle  équation  sont  effectivement  nombreuses  et  vari(''Cs. 
Dans  le  eas  du  genre  un,  la  fonction  ,v(3c,  C)  s'exprime  ali;ébri(pie- 
mciil  ,1  laide  des  coefficients  de  ICcpiation  et  de  la  fonclion  sn|0(  v.)  |. 
(»ù  0(^a)  est  lune  des  transcendantes  en|;endrées  par  une  quatlralnic 
portant  sur  une  combinaison  alii(''briqiie  des  coeflicients  de  l'équalioii 
cl  pon\ant,  par  exemple,  être  la  Iranscendanle  (  .')o)  ou  (5i),  ou  hifii 
la  lonclion  Ti  a  ),  etc. 


II.  —  Etude  directe  des  intégrales  réelles. 

(  Mrinniics  el  Noies  n-  (i,  S.  Kl,  :!.',   11,  (il).  7S,  79,  101.  103.) 

3/.  Dans  un  (K;  .ses  premiers  travaux,  M.  l'chox  ilcli  >  (k  i  upc  des 
valeui's  réelles  x=^Xo  de  la  variable  indejx  iidaiilc  ./  pour  Icscpiclles 
1  s  inléijialfs  réelles  d'une  (''quation  alorbii(pi<'  du  premier  oiiii-e 
|ii(iuieiil  une  valeur  j^  ::=)'„  donn(''e  à  l'avance. 

Ou  peu!  >uppo>.er.  sans  rcslreiudre  le  |)r()l)lènie.  iiiie  (-elle  \aleiir 
fixe  r  =^.}'o  soit  ('-gab;  à  zéro.  Le  |)olv|;one  de  M.  iNMiovileli.  rallaclie 
à  r«''quation.  indi(pie  abjrs  si  les  \aleurs  .r  =:  ./„  \arieul  ou  non  avec 
la  eoustaule  d'iulf''"  |-iii  k  ,ii  cl  peiiuel  de  (■deiiler  les  ordres  des  X  :^  X» 
nii'biles  eonime  zéros  de  iintéyrale.  En  combinant  les  réj^les  sur  les 
z('tos  auxfjuelles  conduit  la  considération  du  polvgone.  avec  les  ré^b-s 
élémentaires  de  la   tbé(jrie  des  équations  alj;ébriques,  M.  Petro\il(li 


.ii'r'ive  à  <liv<'rs  r(''^iill;il^  ((niccriiMiit  les  zri'os  et  les  pôles  mohiirs  des 
inl(';i;r;ilcs  iiniloiiiio  iccllcs  comin'ih  dans  un  iiil(i\  aile  (limiU'  [((,  h). 
Ainsi,  en  ('•(■nvanl  1  «''(iiialion  sous  la  loiiiir 

n  —  IJ. 
n  =  0 

si  pour  les  vali'ui>  de  x  «(tniprises  enlre  a  et  h  toutes  les  fonetions 
fiijr,  o  )  non  nulles  el  dont  les  indices  /  sont  d'une  même  parit<'',  ont 
eonstamnienl  nu  même  sii^nc  cA  J\j_(x,  o  )  =^  o,  deux  zc'-ros  consêcu- 
hl>il Une  iuh'i;ralc  pari  iciilirrr  (pieleoncpic,  réelle  et  uniloniK'  dans 
rinlervalh;  [a,  b),  comprennent  au  moins  un  pôle  de  hi  même  inlé- 
grale:  une  inti-^rale  liolomoiplie  dans  eet  intervalle  ne  peut  s'an- 
nuler plus  'Tune  fois  dans  cet  inler^'alle. 

Lorscpie  le  polvgone  de  l'écpiation  n  a  aucun  côté  à  coeflicicnt 
ani;ulaire  égal  à  un  nombre  entier  positit,  les  pôles  «,,  <'r>,  «3,  ..  . 
de  toute  intégrale  particulière  uniforme  sont  fixes  et  connus  à 
lavance.  Si  1  on  suj)pose  alors  les  co!ulili(in>  pri'cédentcs  i"cm|ili<'s, 
en  (h'signant  par  /r  le  nombre  de  valeurs  ai  compris  entre  a  et  A,  une 
intégrale  réelle  unilorme  quelconque  ne  peut  s'annuler  plus  de 
/.  -h  1  fois  dans  r intervalle  i  a.  h  ). 

Les  nu'-mes  remarques  s'ap|)liqueut  aussi  aux  valeurs  réelles  de  x, 
qui  rendent  les  intégrales  réelles  unilormes  maximum  ou  minimum, 
ainsi  qu'à  leurs  points  dinllexicjn,  leurs  directions  asvmplo- 
liques,  etc. 

On  arrive  aussi,  pour  de  nond)reuses  classes  d  équations  du  pre- 
mier ordre,  à  des  conditions  sullisantes  pour  que  les  zc'-ros  et  les 
pôles  dune  intégrab-  n'-elle  et  in(''romorj)lie.  (Iaii>  un  intervalle  donné, 
se  séparent  mutuellement  dans  cet  inleri^alle  à  la  manière  de 
tang  .r.  AI.  Petroxitch  pousse  à  tond  celte  étude  pour  l'équation  de 
Kiccati  et  arrive  à  des  règles  précisant  la  distribution  des  zéros  et 
des  inllnis  réels  des  intégrales  réelles  dans  un  intervalle  donné  de  x. 

Les  propositions  de  Sturm  sur  les  zéros  de  l'équation  liné-aire  du 
second  ordre  sans  second  meml)re  facilitent  considérablement  une 
telle  étude  pour  l'équaliou  de  Uiccati.  M.  l'elro\iteli  a  étendu  ces 
|)ropositions  à  des  classes  très  générales  d  équations  di [férentielles 
de  tous  les  ordres  et  à  des  systèmes  d'équations  simultanées. 
Ainsi,  étant   doi\né    un   système   d'équations   dillerentielles  (E  )  d'un 
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tirtlio  ([iiflciiiujiit',  il<'liniss;iMt  n  \  iiiialilcs  ^', .  y.,^  ....  ^'„  romiiic 
iVdiclittiis  d  une  varialile  iiKlrpciulanU'  il»-  .r,  il  an-lvc  tjirmu'  coinlti- 
nai>oii  (li'li'rniiin'c  <l>.  dt-pendaiil  de  .r,  des  V/;-  el  de  It'urs  di-rivccs. 
éiialo  on  xcitii  (K'>  r(|iKiti(>iis  (E)  mOiiir  à  riinc  des  oxpn'ssimis 

A(  r/,  I  = 7^— 

J'A     ''■'■ 

soit  pour  les  \alciir>  de  r  cnmpnscs  dans  un  inlnvallc  («,  h)  : 

1'  (  )n  ItK'ti  sit/irriciirc/iK'/i  t  /i/nitrc  pai'  une  lumiinii  ((iiiniic  <x{x) 
en  ce  x-ns  que.  la  valeur  de  la  lonelion  <I>  re>le  lutt  riciire  à  'j.!./)  pour 
tontes  \aleui-s  r«''elles  de  ),,  )  :; ,r„  : 

2"  Ou  bien  inférieureincnl  liinili'-c  par  une  luncliiMi  ((mniie  'lA  x\ 
(ne  s'annulant  pas  dans  lintervalie  a,  ù)  en  ce  sens  que.  la  \aleur 
de    $    l'esté    supérieure   à  '/.{.v)  |>our   toutes    les    valeurs    ncllo   Vi- 

J't-  •  •  ■  1  .1  '//  • 

3"  Ou  hien  i"  el  :>"  à  la  lois. 

Dans  le  cas   2",  en  désignant  par  u  une  intégrale  (pieleouipu-  de 

l'i-quation 

n" —  h(  x)u  —  n 

el  j'h   «'tant   une  intégrale   réelle,    finie  el  continue  dans  rinlervalle 

(rt,  6),  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  :  deux  zéros  simples  consécu- 

lifs  de  u  compris  dans  (  ^/,  h)  comprennent  on  pins  nn  zéro  flevk,' 

deux  zéros  simples  de  y  h  comprennent  au  moins  un  zéro  de  u; 

lorsque  y^  et  n  ont  un  zéro  commun  .x  -.=  |j,   la  rariahle  x.,  en 

croissant  éi  parti)-  de  a,  atteindra  d' abord  un  zéro  de  u  e'  ensuite 

nn  zéro  de  y/,. 

Dans   le   cas    i".    en   désignant    par  r    une  inlé-grale  (pirlcoiupic  de 

l'équation 

r"  —  {x(.r  14^  =  0, 

deux  zéros  simples  de  e,  compris  dans  ici.  h  \.  cumprennent  an 
moins  un  zéro  de  y/,;  deux  zéros  simples  consécutifs  de  i  com- 
prennent au  plus  un  zéro  de  e;  lorsque  y^  et  e  uni  nn  zi'-ro 
commun  tzi^'j..  la  variable  x.  en  croissant  à  partir  de  a, 
atteindra d  abord  un  zéro  de  Vh  et  ensuite  nn  zéro  de  »•. 

Dans  le  cas  3",  on  a  les  deux  rc'sultats  1"  el   2"  à  la  fois. 

En  prenant   pour  louetions   de  conq)arais(ui  u  et  e  diverses  loue- 


lions  (Imil  (Ml  coniuiîl,  il  une  pari  la  iiiaiiK'n*  donl  varient  A(//) 
(tu  Ait»»,  cl  (raiili'c  pai-l  ia  rcpai'lilioii  des  zéros  dans  un  intervalle 
donné  (u,  ^),  .M.  l'rlrovilch  si|;nalc  les  ra|)|)orts  entre  les  parllculu- 
rilés  de  la  ronelioii  <l>  correspondant  à  une  inlé<;rale  y^  d'un  sv-S- 
léine  (E)  supposée  réelle,  linif  d  l'oiiliiiiir  dans  (rt,  /y),  ainsi  que  la 
rr(''(ju('nee  d'oscillations  de  )/,  auluiir  de  I  a\c  Or.  On  a.  par  exemple, 
les  règles  suivantes  : 

i"  Si  <I>  est  intérieurement  liniili'-e  j)ar  une  lonetion  constaninienl 
posiii\e  dans  l'intervalle  («,  ^  ),  l'inU'^rale  y  h  ne  change  de  signe 
plus  iT une  fois  dans  cet  inler^alle. 

2"  Si  <I)  est  supérieurenu  ni  limitée  par  une  fonction  constamment 
négali\e  dans  (rt.  ^  i,  où  elle  a  — N  comme  une  limite  supérieure. 
V intégrale  y^  change  de  signe,  dans  cet  intervalle,  au  moins 
autant  île  fois  qu'il  y  a  d'unités  entières   dans 

C/y  — «)v/N 


3"  Si  <!'  est  inferieurement  limitée  par  une  ("onction  con.>tammenl 
négative  dans  («,  b),  où  elle  a — M  comme  une  limite  inférieure. 
V  intégrale  y  kchange  de  signe,  dans  cet  inlenalle,  au  plus  autant 
de  J'ois  qu'il  y  a  d'unités  entières  dans 

(b  —  a)s/M 


i"  Les  con>tantes  po?«ili\es  C   cl  D  elanl   choisies  de  manière  que 
dans  («,  b)  fl>  soit  supérieurement  limitéi;  |)ar  la  l'onction 

, .  C  —  Dr'-'" 

X- 

négative  dans  [a,   b),   l'intégrale   Vk  change  de  signe,  dans  cet 

i/iteri'cdle,,  au  moins  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  entières 

dans 

,,.,  h'"— a'" 


ou 


Vr^: 


V)c  mt'-mo.  Ifs  coiisiaiilcs  posiUvcs  (  ,  cl  I)  climl  cIkhsics  de  iiimiihtc 
([lie  clans  [d,  b  )  *l^  soil  inlfrioiircmcnl  liiuilcf  |»iii' la  loncliou  (.')■>.  ). 
iu'i;alivo  dans  [a,  b),  l' inlt'grale  )a  c/unn:!'  t/c  .s/j,'//^,  d<ins  cd 
inleiK'aUe,  au  plus  autant  de  fois  qu'  il  y  n  d  unités  entières  dans 
iW.\)  plus  ">.. 

V'  Les  conslanlcs  positives  A  el  13  éUinl  elioisies  de  manière  (|ne 
dans  (f/,  b)  0  soil  supérieurenienl  liniili-e  par  la  lonclion 

n(''galive  dans   (^a,  b)  y/,  change  dr  signe  dans  cet  intervalle  au 
moins  autant  de  fois  qu'il  y  a  dUtnites  entières  dans 

,^5)  _L(e^''vX_^..v'.v)./i!. 

2  77  ^   y      A       k 

De  niènif  :  les  eonslantcs  poMiues  V  cl  I)  claiil  clioiMcsdc  manière 
(jiic,  (lan>  (a,  b).  *!'  soil  inlèrienremcnl  liiuilèc  par  la  lonetion  (04) 
iièj4ali\  e  dan«>  [a.  b).  )/i  c/ia/ige  designr  au  plus  autant  de  Jais 
«/u'il  f  a  d  unités  entières  dans  [:)3)  plus  :>.. 

6"  Les  eonslantes  positives  A  et  A'  élanl  clioisie:.  de  manière  (jue. 
dans  [a,  b)^  on  ail  ciinslaininenl 

.r-  "  .r-' 

le  nombre  de  changements  de  signe  de  y  dans  («,  b)  est  compris 
entre  les  deux  nombres 


lo^  -       cl       x  -. joj;—  • 

iT.  a  ■>.  -  "a 

M.  l'ctrovilcli  mel  ainsi  en  ('-vidcnce  le  caractère  oscillant  des 
intégrales  réelles,  finies  el  eonliniies  {\{-  nomhienscs  classes  dCcpia- 
lions  de  tout  ordre. 

Les  règles  s  applicpicnl.  j)ar  exemple,  à  lècjiialnin  du  |ircmier 
ordre 

/<  ^,  7,  y  '  =  «> 

toutes  les  fois  fpic  lexprcssidii 

y\Ox       •'  Oy) 


—  <,I7  -~ 

rsL  sii|)(''ii('urcmt'iil  mi  iiilcnciiniiiciil  liiiiilcc  par  nue  loiuLioii  /. 
on    t^. . 

A|)|)li(iiH'rs  à  1  (•(iiial  Kiii  lin  m'couiI  ortlir 

«tny'ct  V  sont  dos  l'onction^  |)()siiives  de  x,  les  règles  niellent  en  évi- 
dence le  earaelère  oscillant  des  inléj;rale.s  et  fournissent  des  limites 
inférieures  du  nombre  d'oseillalions  dans  un  intervalle  de  X  donné; 
Texpression  correspondante  <I>  est  su|)éi'ieurement  limilc'c  |)ar  la  lonc- 
lion  conslamment  né';alive  — ./(•',)•  '^^s  conclusions  sont  directe- 
ment vériliées  sur  le  cas  particidier  de  l'équation 

y  -^  A  /  -r-  H  v^  =  o 

(  où  A  et  B  sont  des  constantes  positives)  s'intéi^ranl  [)ar  les.  lonctious 
elliptiques. 

Dans  le  cas  du  svstcme 

r/vi  (Iv'y  d):i 

(pi'on  rencontre  dans  le  problème  du  nu)uvement  d'un  corps  solide 
cl  (|ui  s'intègre  par  des  fonctions  ellij)ti(pies,  on  aura 

A(  )-,  j  =  ini  [)y\  -^  /M':'). 

Av  sorte  que  les  règles  s'appliquent  toutes  les  fois  que  p  et  //  sont  du 
inènie  signe;  en  effet,  A(ri)  ne  saurait  s'annuler  pour  une  valeur  .r:=  a 
(juc  >i.  pour  cette  valeur  de  .r.  on  avait  à  la  fois  j\.  :=  (j,  jj^a  :=  o,  dans 
quel  cas  toutes  les  dérivées  succcssix o  de  )-,  seraient  nulles 
pour  .r  =::  'J.. 

Dans  le  cas  de  problèmes  de  la  I)\  nami(pie.  il  ariixcfpu'  rècjuation 
des  forces  vives  fournil  <les  conditions  d'inégalités,  en  \ertu  des- 
(pu'lles  l'une  ou  plusieurs  coordonnées  7,  ont  leur  A(^<)  intérieure- 
ment ou  supérieurement  limitée,  de  sorte  que  le  caractère  oscillant 
de  ni  apparaît  directement  sur  les  èipiations  elles-mêmes  M\  pro- 
blème. 

Remarquons  aussi  que;  les  règles  de  M.  Piirovilcli.  a|»pliquées 
à  lécpialion  linéaire  du  second  ordre,  foninisseni  généralement  de> 
limites  inférieures  ou  supérieures  du  nond)re  (roscillation>  plus 
{>récises  que  celles  auxquelles  conduit  la  règle  de  Sturm. 


—  Î»S  — 

3s.  M.  IV'lrovilili  >\'sl  ocinpf.  dans  plusieurs  ?S(»li'>  cl  Mrmnirrs, 
(lu  jniililt'inc  (le  V  ('nciidrcnu'iil  <l<'  i  i  iit(''i:iale  i\;\\\>  un  iiilciN  aile 
tlonnt'  («,  b)  (If  la  vanaMc  indépendanle  j;,  fonsislanl  dans  la 
recherche  des  courbes  liinites  entre  lescjucUes  /'i/iféa/rde  se 
trome  cons(a/nnief)(  ca/ft/z/ise  birstjiie  x  varie  dans  (  a.  b  ). 

En  ce  iju  il  s  agit  des  rtjnalions  du  |)iriiMri-  ordre,  il  chd)!!!  la 
luclhode  iicni'rale  snivanlc  : 

Ou  peiil  inettrt'  réqnaUon  donnée,  ut  cela  de  diverses  manières, 
sous  la  forme 

(56)  y=  i'"-'-.j./), 

où  /  est  un  eoeHicicnt  <'n  .r  lii^nianl  tlans  l"\  sur  leqiu'l  (tn  jxtilera 
parliculiéremenl  lallcnlion.   Soit   (j",,.-)-,,)  \v   point   initial  dr  linlt'- 

grale  pour  lequel  la  lonction  I'  et  sa  dérivée  partielle  —.  soient  dclcr- 

minées,  finies,  continues,  ne  cliani;eanl  pas  de  détermination,  et  pour 
lequel  cette  dérivée  j)artielle  ne  s'annule  pas  (les  points  ne  remplis- 
sant pas  ces  conditions  appartiennent  à  certaines  courbes  iixes  dans 
le  plan  .rO}'  que  Ton  connaîtra  d  avance,  ou  bien  sont  isoles  cl 
lixes). 

On  peut  choisir,  et  cela  d  une  inlinite  de  manie  res.  deux  lonclions 
'^{x)  et  'Y'(ir)  satisfaisant  an\  conditions  suivantes  : 

l"  Que  ces  fonctions  soient  deterniinees.  finies  el  conlinnes  dans 
un  intervalle  suffisamment  petit,  mais  non  nul,  de  x^Xq — «, 
à  X  =^  x^j-\-a2  (a,  el  a.^  étant  deux  constantes  ]u)sitives); 

a°  Qu'on  ait  dans  cet  intervalle 

3"  Qu'en  désignant  par  ii  et  c  les  int(''i;rales  res|>ectives  des  écpui- 
tions 

(  :>b)  -7-  =  h  I  .r,  ;/,  c  I.  -—  =::  V( x.  c,  'l>  1 

(l.r  fl.r 

prenant  pour  .r  =:  :ro  la  valeur  eommniK!  //„=  ^^o  =  .)'„:  les  f(uu.lions 
a  et  i'  soient  déterminées,  finies  et  continues  dans  un  intervalle  sulïi- 
sammenl  petit,  mais  non  nul,  de  a?  :=  x^  —  /v,  à  x  ■=■  x^-\-b.i  {b^  cl  b., 
étant  deux  constantes  positives  ). 

Les    deux  intervalles   (x„ — Ot,  Xn-\-  a,)    et    (  x,, —  //,.   ./"„ -h ''^2), 


—  îli)  ^ 

compieiuiiil  l;i  \alciir  a'„,  oui  lini|(»iiis  mu-  |i;iilic  (•uiiiiniiiic 
(Xq — //|,  .r„-h  A-..  )  (retendue  non  iiiiil<'  |ii)iii-  liujdcllr  M.  1  *rirt>\ii<li 
déinoiilrc  son  t  /u'orènic  île  Ui  i/ni]  r/uic  \u>ni-  irs  crjiiiilioiis  ililliitii- 
I  icllcs  (lu  [UMMuirr  oïdic  : 

l'oit  I-  (ou  le  rai, -Il  r  de  .r,  co/iiprise  dans  linlef^alle 
(j"„  —  A, ,  a'„-h /ij  ),  l'int(''L;iale  y  de  ré(ju(ilion  (;><)),  prenant 
pour  x=^x^^  la  valeur  yz=y\,.  est  déterminée,  finie,  continue  et 
comprise  entre  les  x'aleurs  correspondantes  des  intégrales  u  et  r 
des    équations    (58")     qui.    pour    x^=x^i^    prennent    la    râleur 

Ce  qu'il  importe  de  faire  remarquer,  c'est  (ju'<:i  toute  équation 
différentielle  du  premier  ordre  et  et  chaque  couple  ( x„,  Vo)  de 
valeurs  initiales  (en  nuMIanl  à  part  Jes  couples  exc;eplit»iinel>  a|)par- 
lenanl  à  certaines  courhcs  lixcs  dans  le  plan  xOy,  que  1  on  connailia 
à  1  avance  )  correspond  un  tel  intervalle  (xo  —  /i|,  x^-h  h^)  <l<>iil 
l'étendue,  plus  ou  moins  i;raii(le  suivant  le  cas  considén'',  n'est 
jamais  nulle  (  '  ). 

On  peut  en  faire  des  ap[)licalions  analogues  à  celui  du  llit'on-me 
classique  de  la  moyenne,  relatif  aux  inté-grales  délinies.  On  cherchera 
pour  le  t\pe  donut-  d"<''fpial  ions,  ('crit  >ous  la  toiine  (5()),  deux  fonc- 
tions '^  et  'L  qui,  dans  le  voisina>;('  de  x  =  ./„,  ronqjrcnnent  la  fonc- 
tion /"(^r),  en  dillèrenl  le  moins  possible  cl  sont  telles  que  les  deux 
('■([uations  (  58)  (jui  leur  eoi'respondeni  >oienl  inlei;i'al)lt>.  (  )n  reuqtia- 
cera,  par  exemple,  l'arc  considéré  de  /(x)  par  des  droites,  are-  (!<■ 
paraboles,  etc.  qui  le  comprennent,  et  les  intégrales  //  el  >  des  eipui- 
tions  (58)  ainsi  obtenues  représenteront  des  limites  entre  lesquelles 
variera  l'intégrale  y  lorsque  x  varie  dans  linlerN  aile  (  j'„  —  /i,.  .To-h  li-j)- 

M.  IVirovileli  a|)pli(pie  sa  nK'lhode  aux  iVpiaiions 

y^y-^/^-^)^     y--^y-=/(^^-     y-—y=A-^-)^ 

et  lit)uve  par  exemple,  pour  l.i  piemière  ((pialion.  les  liniilo  //  el  e 
sous     la     lorme     il'une     combinaison     ralumnelle     de     la     loiielion 


(')  I.es  lésullals  de  M.  I'eliu\  ilcli  «Mil  clé  utilisés  piir  M.  K.  CkUdii  dans  son 
Mémoire  :  Sur  l'intégration  approcliéc  des  équations  (tijférentielles  {Ada  matlie- 
niatica.  l.  \\\II.  i0"8). 


—  100  — 

lani; /)(  j:  —  JTi,  )  ou  l)ieii  (le  e/'f'~-^"',  Miiviiiil  ((iic  fix\  ol  |>ii'-ilil"  mi 
in'j;iilir  dans  rinlerxalle  consiilrn''. 

En  rappli(jiiaiil  à  I  i(|iialion  jilii>  i;fm  raie 

où  /'e>l  une  tiuiclu)n  donnée  de  x.  il  énonce  [)lu>ieui>  icsidials  eou- 
eernant  les  linilles  supérieures  ou  inférieures  de  l'inh'-j^rale.  les 
\aleurs  de  x  pour  lesquelles  Tinlégrale  prend,  dans  un  intervalle  de  x 
donné,  une  valeur  a  donnée  à  l'avance;  les  valeurs  asvinploli(|ues  de 
rinlé'grale,  etc.  l*ar  exemple,  pour  Téqualion  dillérentielle 

[i  —  e*''( a  -H  ,3  C'y'')] y'—  e'-'"'  =  o 

(où  a.  p,  ^.  /?,  /•  el  I  —  a — Ti  sont  des  constantes  négatives),  les 
valeurs  asvniplotiques  de  l'intégrale  pour  x  =z-\-cc  el  x  z=- — oc  sont 
finies  el  delenninées  :  en  désignant  pai-  a  la  \aleiii-  de  y  |»(>ni'  jr  ^  o, 
el  par  h{  z)  la  transcendante 

H  =  00 


y//-  -H  kn 


la  \aleur  asvinptulifjiie  |)Our  j;  =  +  x   est  eoni|)rise  enli-e 
a^-— 0(y.)     ei     a -!- —  0(a -!- Ti  ). 
Dans  le  cas  de  r('f|iialion  de  Tviccali 

M.    l'etriiN  ilcli    iii(li(jiie   encoie    un    aiilre    proci'di'-   d  encailreinenl    de 
riiile:^rale.  hasc'  sui'  la  remarcuie  suivanle  : 
|-",ci-i\ OMS  I  ('•(pialioii  sou;,  la  tor'iiie 

'  '".»  )  y='^  '  y  —f\^  (.''  — /î  ) 

el  su|)posons  que  les  trois  roiiclions  'i.^./"J  de  or  soieiil  j)iisilives 
dans  rinlervalle  de  x  =  o  à  x  ^^  a.  les  fnnclions  /',  et  y^  n'elant  pas 
décroissantes  dans  cet  intervalle  et  l(;s  deux  eoiirhesj^^  /',  el  y  =  J 2 
n'elani  pas  langenles  toutes  les  deux  à  la  fois  à  l'axe  des  x  à  roiigine, 
Suj)posons  encore,  pour   lixei-   le.   idées,  qu'on   ail    /,       J,   dans  cet 


iiilcrv  iillc.  SoK'iil 

(  (il)  I 
(Gi) 


—  Kll   — 

y;  =  o(Y,-1',,(V,-f,), 

Y.  =  o(Y,— '!•,)(  Y.  — fl'i  1. 


(Ii'ii\  ((iim!  i(iii>  (|n  un  siiil  iiil<'i;r(M'  cl  Icllrs  (|uc.  (Iiiii>  I  i  iiIcin  iillc  (  u.  a), 
on  ml  cnnsl  iiininciil 

Ihiiis  C iiilciKdllc  (le  X  =  o  à  X  =  y,  un  nui  (t  CD/is/tiiiifiic/if 

Y,<r<Y,, 

^1,  ^^j.  )■  dc.sij;M;iiil  les  inl(''i;r;ile.s  respectives  do  i(|iiiili()ii.s  (  5c)), 
(Go),  (6i  )  .s'aimulanl  |)(nirx=(). 

l'.ii  preiiiml  |niiir  les  Icnno  <le  cninpiiraisnn 

des  jxiilioiis  (Icdioilcs,  de  paraholcs  de  divers  degrés,  etc.,  eneadranl 
les  eoiirbes  y  =y',  cl  )•  =  /;,,  M.  l'etrovilcli  précise  diverses  courbes 
eiicadraiil  Tintégrale  r  de  r<''(|nall()n  (5f)\ 
l.e  même  procédé  s'a|)j)li(ni('  aux.  ('{lualious 

.r'=  ?<'/i—r>(/2—r)  •.•<//<— .V) 

lorsque  les  y'/ soûl  dvs  loixlions  de  .c  po!5ili\es  iiou  dtcroissaules  dans 
liiilcr',  aile  (o,  a),  el  t5  l'-lanl  une  In  ne  lion  de  ./■  po>ili\e  dans  cel  inler- 
valle. 

I^nlln,  M.  Pelrovilrli    ap[»li(pir    le    ihimuc    |iinci'dc    de  comparaison 
à  ICcpialion  Inn-aire  du  second  ordre 

(&■>-}  /'-^/(•^)y-+-'f<^iK  =  o, 

où  le  riilc  (k's  tondions  /,  «M  /^  est  join-  pai'  le>  deux  racines  en  /•  de 
I CqualKui  lin  second  degré 


(63) 


r--i-f(a:)r  -r-  z,(.r)  =  o. 


La  remarcpic  suivanlc  comlunce  avec  Ir  |)roc(''dt''  précédent, 
l'oiiiiiil  dl\erses  règles  conccrnani  les  couilxs  limites  entre  lesquelles 
vai-ie   rintcgrale    y   de   ((ja)  :  toutes   les   l'ois  (pidn  ■^ail  inh'-^rcr  une 

équation 

v" -r-  mi  .r  \v  =  o, 


—   I(V2  — 

<Mi  lu'iil  <n  (li''(liMri'  1111''  iiiilic  ('(iiiiil  luii  liii(';iiic  <lii  second  ordre  saii^ 
secmul  mendu-e  poiii-  liKiiiello  les  racme>  de  I  i(|iiiilioii  (juadrii- 
li(iiie  (  (kV)  auront  leiii-  dilleieiiee  ronslaiile  el  (|iie  Ion  saiiia  lult'- 
«jrer:  ci'th-  nninallc  fiiiatt ion  J Hiirn il  h's  é/ciiirnts  de  ro/ii/untitsn/i 
dans  /('  pinréili'  jt/rcciic/i/ . 

iJi).  l  11  procède  (reiieadreiueul  des  iiiléi;rales  d"c(|iMl  io!i>.  de  Ions 
les  ordres.  jualKiiie  el  commode  dan-,  les  apjilical  ions,  est  loiiini  |)ar 
la  double  iiiéiialilé  alj;«djri(jue  (jué  M.  Peli'ovilcii  nlili-e  dans 
diveis  problèmes  dAnaIvse.  de  (ï(''omélrie  el  de  .\b'Manl(jiie  el  (pu  a 
vlr  exposi-  dans  la  première  l'ai  lie  de  eel  ()uvra<i,C. 

Ainsi,  le  l'ail  (pie  les  Xi  élanl  Imis  posilifs  ou  iiiib-.  la  \aleiirdu 
rajiporl 

— T. ; — 77-  ipree\) 

est  toujours  comprise  entre  i  ci  ///'  '  i  i-es  limites  pouvant  èlre 
atteintes),  eonduit  à  un  procédé  pour  inelire  l'intf'-iiiale  de  di\erses 
classes  d'équations  différentielles  sous  la  forme 

y  ^  'fi(-r)-+-Ocpo(x). 

où  les  lonclioiis  '^,  et  '^o  seront  connues,  el  H  »''lanl  un  lacleur  dont 
la  valeur  est  comprise  entre  deux  ralcuis  ni/niérit/ues  fixes,  ces 
limites  élanl  Les  plus  resserrées  possibles,  car  elles  peuvent  être 
effectivement  atteintes. 

Appli(pii'.  par  exein[)le.  à  Ic'-ipialion  du  premier  oi'dre 

s  =/(  r.  jk), 

à  laquelle  se  ramène  le  pr(d)lème  «général  de  déterminer  les  courbes 

planes  dont  l'arc  s  est  une  fonction  donnée  des  coordonnées  ~c,  J', 

le  procédé  condnil  à  la  possibilité  d^'crire,  sans  l'intégration,  l'équa- 

lion  des  biancliesy  réelles  et  croissanles  dans  rmlervalle  considéré, 

soiis  hi  |( unie 

/(x,  Y)  —  ^)\x—y  —  {x^  —  y\  »  |  =  o. 

et  ItMpialiou  des  bianclies  dt-eroissantcs  >ous  la  loriiie 
/(u-,  ^;  — 0[x-t-7  — (a-o  — ^ro)]  =  o. 

où  0  Cs|    lin    lacleur   lonjoiiis   coin])ris  enire  —  r=  o,~o- i   ...    et    i ,  el 
(Xoj^i'd)  étant  le  |)oinl   inilial, 


—   103  — 
l'j.'llll   (luiiili'r   rc(|ii;il  Kiil 

(•(»nsidérons  les  iiil('>iii-al('>  r('-cll»'>.  j)as>;ml  [tar  un  |>ui!il  iiiill;il 

MoOo.  J'o  • 

siliié  (  |»()iir  lixer  lc>.  idrcs)  au-WcsMis  de  Taxe  ilo  ./■  dans  la  im'^ioii  D 
comprise  entre  l'axe  des  x  el  la  courbe  j'  =  o  {x  ),  où  o  (x)  dési}^ne 
la  déterniinalion  posillv*;  de  ^J\-Tc)  sii|)posée  linie  et  continue  dans 
un  intervalle  de  .r  =:  Xq  à  x  ^  Xi  compris  dans  cette  région  (hors  la 
région  D  il  n"v  a  pas  d'inléj^rales  réelles).  Par  Ir  pi)itil  M,,  passent 
deux  intégrales  réelles.  Tune  croissante  el  une  décroissante;  elles 
peuvent  èlre  représentées  par  l'équation 


y  =  Ko  e-(-«--j„i±  0  e~^  I      e-f  ç(>  )  dx. 


où  Ô  est  un  laclcur  compris  cuire  i  cl  y/2  =  1 , /j  1  i'< 

Le  procédé  s'applique  éi^alemenl  aux  éqiiati(ui>  aux  dérivées  par- 
tielles. Ainsi,  étant  donnée  lécpialion 

dan^  tout  domaine  de  l'espace  (Xi,  x^,  ...,  Xn)  dans  lequel  l'inté- 
grale V  est  réelle  et  où  chacune  des  dérivées  —  garde  un  signe  inva- 
riable, l'intégrale  se  laisse  mettre,  par  le  procédé  de  M.   Petrovitch, 

sous  la  forme 

où  F  et  <t  sont  des  fonclinns  de  x,,  x^^  ...,  Xn  de  forme  connue 
et  où  (■)  est  un  facteur  compris  entre  \  et  \  n. 


III.  —  Réduction  des  équations  différentielles. 

(Notes  n"'  m,  1-21.) 

10.  M.  Pelrovilcli  a  donne  un  prociMlr-  pour  ramener  l'équation 
(64)  v{x)y-^-h6(x)y/-i'y(x)y--r-/(T)  =  0 


—  loi  — 
;"i  l;i  lornic  tiin(>ni(|iii" 

\ ..\  mrmo  ((lualuMi  se  i;miriic.  |)ai-  iiii  iliimi;<'iii(iil  ilr  \ari,ilili- 
indiiHic  |iar  M.   l 'ctniN  itcli.  à  rc([iiali(iii 

(06)  y*^  ,.i^,],^/), 

<|ui  se  renronlrc  dans  pliisioiiis  |ii(ilil(incs  imporlanl"-  de  M('(aiii(|iic 
cl  (le  Géométrie  su|KTieur<'. 

L'é(juati(>n  (65")  a  été  l'objet  de  Iraxaiixde  \l.  Ro^cr  l.idiivillc  [*  i 
<|iii  I  a  considr-ré  xm^  |)lu>i('iii>  |)(iiiit>>  de  \  ne  d  a  (Imiuh'  |ilii>iiMir,s  ca^ 
d  inléi;ration.  et  de  .M.  Appoll  (  -  i  (jui  en  a  fait  une  élude  a[)[)roi«)ndie. 
Ces  résultats  deviennent  ainsi  applicables  à  l'équation  (  C).\)  et  (  ()()); 
on  peut.  |iar  exemple,  (■talilir  une  tliemie  des  iii\  ar'iaiils  de  ces  ('(pia- 
lions,  etc. 

M.  \  .  llevuuinn  (^■'  i  a  depuis  indicjué  un  autre  procédé  pour  ramener 
l'équation  (  ()4^  à  la  forme  (65  i. 

il.    Etant  diiiiuee  l'eqiialinn  liiK'aii'e  a\ec  second  nu-mbre 

écrite  sous  la  forme  abrégée 

(G-)  Af.r,  r]  =  F(.r). 

<m  sait  qu'il  est  |)0ssible  de  former  une  int<''grale/>///7/r////è/c  de  (  (j-  ) 
à  l'aide  de  l'intégiale  générale  de  l'équation 

par  des  quadratures  où  les  limites  de  jinlt'-j^rale  d<''pendenl  de  la 
variable  x.  La  méthode  de  Lagrani;»*  fournil  une  t(dle  intégrale  à  laid»' 
<le  n  (piadralures.  tandis  (pie  la  méthode  de  Caucliv  l'exprime  |(ar 
une  seide  (piadral  n  i  r. 


(';  Comptes  rendus    de  t'Aradémie  des  Scie/ices,    '>    scpidiilii-c    iNSd  cl   12  sr|i- 
leiiibri-  iSH-j. 
(•)  Journal  de  Mallieinatifjues  /mies  et  appliiiuées^  \  Miie,  I.  \',  iSSj). 
(')  Journal  fin-  die  reine  itnd  ani^ew.  Mathenialik.  IM.  llî),  llcfl  III,  iK(j8. 


—    iO.^   — 
M.   iNliovilcIi  sij^iiiilr  Ir  fjiil    siii\iiiil   : 

//  existe  des  J'onctio/is  spérialcs  ).(./•,  a  )  de  Ui  variable  x  et  d'un 
paramètre  rariable  a,  lescjuelles  restent  les  /nènies  /tour  toutes  les 
équations  ('ij)  et  Jouissent  de  la  proprirli-  (jii'il  est  possible  de 
former  ii  m-  i  n  té^rale  pur!  ifulière  de  ({\- )  à  l'aide  d'une  intégrale 
particulière  de  l'équaliim 

t/uel  que  soif  le  second  mcnihre  de  I  équation  (  ù-  i. 

l'ariiii  li's  ).  (  .r.  ai  joiiissaul  de  cctlc  |iii)|)iir((';  >c  Iroiixciil.  par 
oxeinplf,  les  l(tiictii»iis 

I  X 


log(  I  —  •l'x.r  -4-  ./•- j, 


I  —  '  y..r  -:-  ./•-  I  —  X'i.c  -H  X- 


La  tl(';k'i-i)iiiiiiliou  (rime  inlr^i-alc  |iailiciili(  rc  de  ((iyi,  où  V  (  j; )  est 
une  fonclion  quelconque  de  .r  aviiiil  v  =  o  coiiiiin'  |)(iiiil  ordinaire  et 
réelle  pour  a?  réel,  se  ramène  à  la  d(ienniiiation  d  une  intégrale  |)ar- 
licullère  de  chacune  des  deux  ((luaiioiis  obtenues  en  rein|)laçant 
dans  (Ci")  V[X)  une  lois  par  ziro.  et  une  lois,  |)ai'  i-xciiipic.  |)ar 
log  (  1 — ■2aj:+.c-).  Liulégiale  de  (  (jj  )  est  fournie  sous  la  (orme 
d'une  intégrale  définie  dout  les  limires  sont  des  constantes  absolues, 
indépendantes  de  la  forme  de  retpialioii  (  (j-  ). 

IV.  —  Une  classe  d'invariants  des  courbes  intégrales. 

(Note  11"  i)i.) 

4'2.  Etant  donnée  lécjuation 
(CiS  1  f{x,  \\y.  y".  ...;  =  <> 

il  peut  \  exisler  des  expressions  S)  <^n  termes  dillerentiels  ou  inté- 
grales, en  .r  et  y.  les([uelles.  en  \crlu  de  l'equalion  (68)  lorsqu'on 
passe  diiu  point  M,  à  un  autre  |)oinl  M^  (hi  |dan  ^x,y>,  ensuivant 
une  courbe  intégrale  de  (  (i8  ),  ne  varient  cpi'aver-  la  position  de  ces 
points  et  ne  dépendent  guère  de  celle  courbe  intégrale. 

L'expression  ti  est  une  sorte  'Vi/naria/il  pour  ICcpialioni  ()8  ),  par 
ra[)[)ort   aux   intégrales    |)arti(uheres   de    celle-ci.    Il    est,    d  ailleurs, 


—   lOG  — 

iiianifcslc  ([iir  rcMslcncc  dim  in\;iri;iiil  il  fiil  r;iiiic  crllc  d'iiiK'  iiilinil<' 
<l  aiMro. 

De  |ia  relis  m\;iii;in|s  |»rr>cnl(iil  un  iiih'irt  h  Mil  piirl  iculicr  loixiiTiU 
repn'Srntcnt  des  laclciirs  i;(''(tin(|  ii(|iics  (li'lcnniiics.  (  )ii  pcni  ;ili»rs 
(lôlcnninor  la  giandi'iir  d'iin  Ici  l'acteur  sans  qu'on  ait  besoin  (riiili'- 
i;rer  1  équallon  (  (iS  i;  ou  peut  ainsi  inetlre  en  évidence  diverses  nro- 
|>rie|es  i^éonu'lriqucs  des  courhes  inli'i;iale>..  etc. 

M.  l'etroxitch  sii;nale  des  cas  sinij)les  où  l'on  peut  mellrc  en  ('-Ni- 
dence  de  tels  invariants.  Dans  le  cas.  par  exemple,  on  l'équation  (  <)S  > 
se  laisse  mettre  sous  la  forme 

«1>  +  T,(.r,  ,r)y'-h  ï(a-,  y)  =  o, 

où  <1'  est  une  expression  en  ternies,  dillVrenl  iels  ou  inlt-^i-ales 
de  .r,  V,  y\  y".  ...  les  deux  fonctions  r,  et  ;  ne  dépendant  que 
de  X  et  ]-  et  satisfaisant  à  la  condition 

1  exjtrcssion 


/: 


*I>  d.v 


représentera  un  invariant  il  rattaché  à  r(''(|uulion  ('(.)8). 
l'our  l'i-quation  de  Riecati 

unie!  invariant  est  le  \  ohune  de  la  surface  de   révolution  engendrée 
par  la  rotation  delà  eourhe  inlei;rale  autour  de  Taxe  des  x. 
Pour  l'équation 

c'est  la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe   intégrale,   considéré  comme 
fonction  des  coordonnées  polaires  ./  =  0,  )•  =  c. 
Toute  équation  i\\i  premier  ordre 

f^^,y,  y')  =  o 

admet  comme  invariant  1>  l'aire  limitée  par  l'axe  des  x^  l'aie  de  la 
courbe  t  =  cp  (x)  représentant  la  loi  de  variation  de  la  courbure;  de  la 
courbe  intégrale  avec  x,  et  les  deux  ordonnées  aux  extrémités  de  cel 
arc. 


—   1.-7  — 
V.  —   Intégration  mécanique. 

(Mcmnircs  t-l  \.)le-  n-  8.  '23,  '.'."),  '28,  35,  3(),  03.) 

i',\.  Lis  inlt'^riil('>  t'I  les  appairils  pour  l'intr^ralioii  mccauinue  des 
r(|iialiniis  (IKli-rcnl icllcs.  proposés  jusrpi'aiijoiinrhiii,  sonl  fondés 
sur  remploi  «le  piimiprs  ciiiiniarKpii  ^,  par  rxcinplr  Mir  les  j)ro- 
priétt'S  lies  roiilcUcs. 

M.  IN'lrovilcIi  ellccluc  l'inlr^raLion  à  l'aide  do  |iiiuei|)es  (rmie 
nature  loul  à  lait  dilTércnlo,  faciles  à  réaliser  |)rali(piemenl,  eondiii- 
sant  à  des  appareils  simples  et  pouvant  intc-rer  des  ty|)es  généraux 
d'écpiatiiMis  du  premier  ordre. 

Si  Ton  fait  immer<;er  un  lorps  solide  M  plus  ou  moins  protomlé- 
ment  dans  le  liquide  contenu  dans  un  vase  li,  le  niveau  du  liquide 
montera  ou  s'abaissera  d'ajjrès  une  certaine  loi  dépendant  de  la  lorme 
géométrique  du  corps  M  cl  du  vase  H.  Ces  formes  une  fois  lîxées,  la 
variation  de  la  hauteur  du  niveau  r,  conq)tée  à  paitii-  d  un  plan  hori- 
zontal fixe,  ne  dépendra  (pie  de  la  variation  de  la  protondeur 
d'immersion  x. 

La  relation  entre  x  et  y  se  traduit  par  une  équaliiui  diUérentielh; 
du  premier  ordre,  dans  laquelh-  les  variables  se  laissent  séparer. 
r/ap[)arcil  construit  suivant  ce  principe  par  M.  Pelrovllch  permet 
ainsi  d'intégrer  toute  équation  de  la  (orme 

/(  X  )  (Lr:  -4-  ç  ('  JK  )  </_K  =  < •  : 

la  courbe  intégrale  est  directement  tracée  sur  un  cylindre  tournant, 
l)ar  un  crayon  mobile  enregistrant  les  variations  de  la  hauteur  du 
niveau  du  li(piidc.  Les  fondions /(x)  et  ■j,{x)  (hantent  à  rmlini 
avec  la  loinie  du  cor|)S  M  et  du  vase  B  ('). 


(')  M.  AN.-V.  l'iice  a  décril  l'appareil  dans  son  arli.  le  :  Petro\itch's  Apparalits 
for  integrating  differential  équations  of  t lie  fus t  order  {Philoaoplùcal  Magazine, 
inay  i«)>)o);  il  y  ajoute  des  nouveaux  ras  d"int<-!,Mal)ililé  par  ce  procédé.  —  La  Noie 
de  M.  l'elrovilcli  est  reproduite  dans  le  Journal  de  l'hysique,  1897,  p.  !^-fi-\-().  Son 
procédé  se  trouve  aussi  ex[)osé  inconiplètcmeut  dans  les  Ouvrages  :  L.  Jacob,  Le 
Calcul  mecanii/ue  {En-yrlopédie  scientifique,  p.  3'|2-3')7:  Paris,  O.  Doin)  et 
H.  DE  MoHiN,  Les  appareils  d'intégration  (^  Bibliothèque  générale  des  Sciences, 
p.  6-19',;  Paris,  Gaulhier-Villars).  el(  .  Voir  les  remarques  de  l'auteur  dans  la 
Jtciue  générale  des  Sciences,  numéro  du  .10  juin  uiiS,  p.  '17  >.  —  L'appareil  a  été 
exposé  à  Londres  en  1907,  où  il  a  eu  le  diplôme  il'honncur. 


-    lOS     - 

5  i.  M.  I..  Kliiili'li  (  '  I  a  (•ni\>li'iiil  un  a|i|)ar(il  d  une  cxh-t'-iiK'  miu- 
plicilf.  a|t|n'lf  I  iiiclorioL^ra  i>li<'.  |»ar(t'  c|ii  il  |i(iil  -servira  liaccid  un 
Mail   fonliiiii   les  Iracloircs  d  nue  ((•iirho  |>lant'   tloniR'i'  (|iicl('()n(|ii('. 

M.  l'cliov  ilcli  fait  voir  (ino,  Ici^rrcmciil  modili»-,  l  appareil  |>eiil 
aussi  sei\  ir  pour  I  iiilci^ratnin  ^ia|»lii(pie,  1res  m  m  pic  cl  I  res  ((iiiiinode, 
(le  cerlaines  classes  d  équalioii^  diHereiitielles  du  |»remier  ordic.  Tel 
<'>l.  par  extMiiple,  le  eas  de  ré(jualit)n 

/  ,a  —  Àr'  ),  -f-  ;jLv'  \ 

\         \/ 1  -H)-  -  v' '  -•- y  * 

1'  élanl  une  foiKlmii  (pi(de(»n(|ue  de  deux  xaiialiles.  Dan>  le  eas.  |)ar 
exemple,  où  la  eourl»eF::=o  se  l'édiiil  à  iiiie  droilc  le  Imii;  de  hupirlle 
on  fail  déplaci-r  im  sljlet  de  lappareil.  la  liae*'  laisser  mit  le  papier 
|)ar  une  roue  mobile  de  Tajjpareil  esl  l'iulé|;rale  d'une  é(piali(iii  de  la 
<onnc 

/(  ./•,  j^  )j'2-4-  «y-t-  ç(j:,  y  I  =  o, 

où  /'  et  ',;  soni  polynômes  du  second  degré  en  x  et  )'.  et  <(  une  eons- 
lante. 

io.    Le  ciirviinèlre  seiNanl   à  mesurer  les  longueurs  des  arcs  peut 

aussi  èlre  utilisé  pour  la  (juadralure  de  certaines  classes  de  courbes, 

ainsi  que  pour  l'intégration  méeani(jue   de  certaines  classes  d'écjua- 

tlons  di lièrent ielles. 

Ainsi,  les  courbes 

^  =  A  c="--r-  B  e-«->-, 

où    V.  Vt.  7.  xonl  des  con>ilanles  Ik'-cs  enlre  elle^  pai'  la  relation 

ont  la  propriété  analogue  à  celle  des  lignes  droites,  que  l'aire  limitée 
par  I  axe  des  .r,  Tare  de  la  couibe  et  les  ordonnées  aux  extrémités  de 
laïc,   est   é'gale  à  l'aire  du    re(  laiiL;le  a\aiil    eopime  base  la  longueur 

de  cet  arc  et  comm<'  h  ni  leur  la  \  a  leur  absolue  de      • 

y. 

M.  Peirovihli  signale  de  ik  un  l)reuse>  (lasses  de  cduibes,  d(di- 
nies  jjar  des  equalion>  diHerenlHdles.   (piarablcs  par  la   reclilu  al  ion. 

(')   DiiiL^ler's  l'olylerhn.  Journal,  iSi^;,  lîd.  liUO. 


—   KC.l  — 

Il  cil  lire  iiii>>i  (iM  |»n)(('-(I('-  iii(''cani(|U(',  simple  cl  pr.Tlique,  |t(tiir  1  cv.'i- 
liiiiliuu  (l'inlci^ialcs  dcliiiics  pi-i>c>  cnlic  les  limites  ;:il)ilriiii-es, 
s  apj)li(pianl,  par  exemple,  aii\  inlégiales 

/</./• /i —  /.- sin^j".  I  f/x  \/i  -^-  A-x'\  j  e-'''\/ i -k- ^x- dx,  •••• 

il).  Soienl  A/  les  (■oi|)>  aclils  cl  \^^  |c>  produira  (riiiic  n'-aelion  clii- 
iiiitpie  nmintilc  ne  (IniiiKiiii  pas  iiais>anee  aux  n'-aelioiis  s(M<tn(laires 
cl  >e  |)assant  entre  //  licjuides.  La  variation  de  la  (pianlité  d'un  pro- 
duit li/  au  cours  du  tem|)s  est  ré<;lée  par  une  loi  que  V n\\  obtient  par 
l'intégration  des  équations 

— ^  =  y^i'>i\  <•>.>  . . ,  0),,        (t  =  I,  ?.,  . . . ,  /j  I. 
al 

où  )■(  désigne  la  quantité  du  produit  B,  formé  au  cours  de  la  réaction 
dans  l'intervalle  de  ti-mps  compris  entre  f=o  et  t^t\  les  co/ sont 
les  concentrations  du  mélange  en  A,,  et  C,  est  un  coefficient  variant 
avec  les  conditions  j)li v^irpics,  mais  qiiOii  |)ciit  rendre  constant  pour 
une  réaction  donnée. 

Les  quantitf'-s  (■)/  peiiv<nt  \arier  avec  le  temps  non  seulement  à 
cause  de  la  dépense  eoiiiimiclUi  des  corps  actifs  A/  au  cours  de  la 
réaction,  mais  aussi  par  des  causes  extérieures.  Ainsi  on  peut  taire 
que  plusieurs  liquides  A,  afiluent  au  vase  où  se  passe  la  réaction, 
suivant  les  lois  (connues  (en  s'écoiilaiit.  par  exemple,  par  des  orilices 
piali(piés  sur  le  fond  des  vases  de  formes  connues).  En  tenant 
compte  de  ce  que  les  (piantités  dépensées  des  corps  A/  sont  à  chaque 
instant  proportionnelles  entre  elles,  la  quantit<-  totale  d'un  jiroduit 
de  réaction  \\  \ariera  au  cours  du  temps  sui\ant  une  loi  dcliiiie  par 
l'intégrale  de  Tt-quation  dillerenlicllc  du  |>reinier  onire  de  la  forme 

(%)  ^  =  H^^,-j)(ç,-j-i...fç„-r), 

où  11  est  une  constante  déterminée  et  le^  '^z  fondions  positives  du 
temps. 

Inversement  :  en  déterminant,  par  des  mesures  gravimétriques  ou 
volumétriques,  les  quantités  du  produit  R  correspondant  à  divers 
intervalles  (<>,  /)  du  temps,  «m  ohliciidra  sur  le  diagramme  (  )■,  l) 
des  points  apjiailenant  à  une  cuiirhr  intégrale  de  l'équation  (69). 


—  Il(»  — 

Cesl\e  pi'Océ/Jc  c/ii/niquc  i\c  M.  l'clroN  ihli  |miiii-  riiitôf^ralion  de-- 
rcpiations  (le  la  forme  (  (i()  i.  A  laide,  par  e\emj)le,  ilune  rcaelioii 
l>inu>létiilalre  (pai*  e\ein|>le  de  eelle  qui  se  passe  cuire  le  clilorale  de 
potasse  el  le  sulfate  de  1er  en  dis><(iluti«in  acide  .  «m  elleci  iier.iil  1  iiile- 
j;rali<)ii  de  l'équalion  de  lliccati 

(/y       ..  . 

-jj  =  II(o,— j'M'fï  — r) 

avec    une    appruxinialioii   (jui   dépend    de    la   prceisnm    do   lueNiiies 
effectuées. 


CINUllKME   PAKTIK. 

PII i:\oM i:n( )!,()( i I k  ( ; knkijai.iî. 

(  Mt-moires  et  (  >iiviai;os  n"^  l'i,  4(1,  -4'),  h:},  jO,  7i,  90,  IIH,   1^:5.) 


I.  —  Analog-ies  comme  base  d'une  Phénoménologie  générale. 

47.  Le  grand  problème  de  rinvestigation  de  la  Nature  se  laisse 
résumer  en  ces  deux  questions  fondaincnlalcs  (Stuarl  Alill)  : 

()uelles  sont  les  su|)positions  en  iiidindre  nomhrc  possible  qui. 
étant  admises,  aiiraicat  pour  rcsullat  l'oiMhc  de  la  Nature  tel  qu  il 
existe? 

Quelles  sont  les  propositions  générales  les  moins  nombreuses 
possibles  dont  toutes  les  uniformités  existant  dans  la  Nature  pour- 
raient être  déduites? 

On  se  rapproche  de  la  rt-ponse,  du  but  idéal,  asvmptotique  de  la 
Philosophie  naturelle,  chaque  fois  qu'on  aura  r»'-ussi  à  amener  un 
groupe  de  phénomènes  à  un  même  processus,  à  nn  même  tjpe  de 
mrcanisiiips. 

Or.  dans  l'immense  ])igarrure  des  faits  de  toute  nnltire.  se  ren- 
contrent à  chaque  pas  des  ressemblances,  tics  t-onloiiuités,  des 
analogies  souvent  fra[)pantes,  même  entre  les  faits  ne  paraissant  avoir 
entre  eux  aucun  rapport  concret.  Sans  parler  des  ressemblances 
précises  de  figures  géométriques,  ni  des  conformités  parfaites  de 
mouvements  de  systèmes  matériels,  ni  de  celles  avant  leur  raison  d'être 
dans  l  identité  de  leur  naliire  concrète,  on  rencontre  bien  souvent  des 
laits  qui  paiaissenl  distincts  et  èhiignt'-s  l'un  de  l'autre  et  qui,  cepen- 
dant, ne  diflerent  ([ue  par  la  forme  extérieure,  par  le  vêtement  qui  les 
couvre.  Il  siifllt  de  rappeler  ces  nombreuses  ressemblances,  superfi- 
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<'ielles  (MI  profondes.  su';';éranl  des  inolaphoros  cl  des  ((impiirinsniis 
doul  on  SI"  scit  il  c  luKjue  inslanl  aussi  bien  dans  le  lan^a^c  scient i- 
(ique  que  dans  le  lani;a<;e  courant. 

l'arnii  les  noinl>reiises  analogies.  les  plus  pii-rises  et  les  |tliis  eoni- 
pleles  sonl,  bien  naturellenienl,  eelles  qui  se  renc<uUrenl  dans  le 
domaine  des  pliénoiuènes  des  sciences  exactes,  et  en  particulier  celles 
qui  exi><tenl  entre  le>  pliénoniènes  mécaniques  et  plivsicjues.  Ces 
analogies  sonl  bien  nombreuses  et  à  une  mullilmle  de  })bénomènes 
physiques  il  est  possible  de  faire  correspondre  un  phénomène  méca- 
nique qui  lui  sera  analogue  par  un  ensemble  de  particularités  et  qui 
Villustrcra  à  un  certain  point  de  vue.  Les  éléments  de  signilications 
concrètes  très  dilTérentes  dans  deux  phénomènes  distincts  jouent 
souvent  des  rôles  semblables  et  cette  ressemblance  de  rôles  entraîne, 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  une  ressemblance  dans  les  équations  et 
dans  les  conséquences  qui  s'en  dégagent.  Les  analogies  sonl,  dans  ce 
domaine,  souvent  si  com])lèles  que  tout  résultai  obtenu  dans  l'élude 
iVnn  phénomène  peut  être  immédiatement  transporté,  avec  sa  tra- 
duction spéciale,  dans  un  autre  qui  lui   est  complètement  disparate. 

On  connaît  les  services  immenses  (|ue  les  analogies  ont  rendu  aux 
dillérentes  branches  de  sciences,  et  plus  particulièrement  à  la  Phy- 
sique mathématique,  avant  j)erinis  maintes  fois  de  Iranspoiter  une 
théorie  achevée  d'une  classe  de  phénomènes  dans  le  domaine  dune 
tout  autre  nature,  servant  ainsi  de  <:uide  aux  invesliiiations  et  suiiiié- 
rant  même  les  découvertes.  Mais  ne  poiirraii-o/t,  en  les  analysant 
con\enablemenl ,  leur  (ttlrilnier  plus  de  portée  et  leur  conférer 
une  valeur  scientifique  intrinsèciue?  Telle  est  la  question  posée  par 
M.  Petrovilch  et  il  précise  son  idée  dans  plusieurs  Ouvrages  et 
Mémoires. 

D'abord,  toute  analogie  consiste  dans  l'existence  d'un  ensemble  (V) 
de  laits  que  présentent  en  commun  les  faits  ((1)  embrassés  par 
l'analogie.  L'ensemble  (K)  est  ce  que  .M.  Petrovitch  désigne  comme 
noyau  d'analogie  du  groupe  (G). 

Le  novau  d'analogie  peut  contenir  des  faits  se  rapportant  aux 
allures  ou  aux  niécanisuies  des  phénomènes  du  groupe  :  le  cas  |»ar- 
ticiilierement  intéressant  an  |)oinl  de  \  m-  ilu  |irol:l(ine  enonc»'  est 
celui  ou  il  contient  à  la  fois  les  deux  espèces  de  faits.  M.  l*elro\itch  a 
eu  1  idée  d'utiliser  de  pareils  noyaux  d'analoi;ii'  pour  lédilicalion 
d  une  P ht- nonirnologie générale  embrassant  le^  j)hénomènes  de  touic 
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espèce  et   de  Idiilc    iiMliiif    ((iiurt'lr.   ri    il   Vu  l;iil   (\c  lu  iiiiiiiicrc  sctin- 
niaircinciil  iiiili(|ii(c  iiiix  |)aiiii;f ;i|>li<'s  suiviials. 

i8.  D  ahnrd.  il  \  a  imc  ccilaliic  inaiiicir  iV ii ni f Ornusri-  lo  i\o\aii\. 
d'analogie,  c'esl-à-din' d  r\|iiiiii(i-  ICiisriuMc  (  1")  sons  iiiir  tninic  fjiii 
sera  la  même  nnur  les  |)lifMiiiiii'iirs  de  loiilo  natures  lonerèles  eon- 
lenns  dans  le  iirnn|te  (  (  î  i. 

I)  iiuf  oarl.  \\  \  a  une  nianirrc  de  dcciiir  di-s  |dicn(iiiicn<'s.  (jinds 
(ju'il<  soienl,  de  hlli'  xnic  ([ik'  le's  particularités  de  leur  allure  se 
Irouvcnt  résumées  dans  le  nuide  île  mouvement  d"uu  point  Jiguvdlif 
(lu  phénomène,  défini  dans  rii\  perespace  par  un  système  de  coor- 
données choisies  de  manière  (pi'à  <  liarpu*  instant  la  configuration  du 
système  détermine  l'état  corres|K)ndant  au  lait  visé  dans  le  phéno- 
mène. La  ressemblance  (C allures  d'un  groupe  de  phénomènes  se 
reflète  alors  dans  des  particularités  (jue  les  r/Ka/ve/ne/its  des  points 
figuratifs  correspondants  présentent  en  commun.  Le  passage 
graduel  ou  hrusque  de  couleur  du  rouge  au  vert  et  l'aggravation  d  une 
maladie  se  traduisent  par  une  même  particularité  des  points  figuratifs 
respectifs  :  par  leur  déplacement  dans  la  direction  de  la  coordonnée 
correspondant  à  la  couleur,  ou  au  degré  de  maladie,  et  dans  le  sens 
positif  de  cette  direction:  l'évcdution  des  phénomènes  vers  un  état 
dctinilir  stationnaire  se  traduira  par  l'approclic  du  poiul  d  une 
position  asvmptoticjue.  la  périodicité  des  ])h<''n()ménes  par  le  passage 
des  points  figuratifs  par  les  mêmes  positions  à  des  intervalles  de  temps 
de  même  longueur,  etc.  Plus  la  ressemblance  d'allures  sera  complète, 
plus  il  V  aura  de  particularités  communes  dans  les  modes  de  mouve- 
ment des  points  figuratifs  correspondant  aux  phénomènes  du  groupe. 

D'autre  part,  on  peut  donner  aux  notions  de  rôle  une  forme  indé- 
pendante  de  la  nature  concrète  des  porteurs  de  rôles,  indépen- 
dante également  de  celle  des  c<aisé(jucnces  s'y  rattachant.,  de 
même  que  les  notions  géométriques  sont  indépendantes  de  la  nature 
concrète  des  objets  auxquels  elles  se  rap[)orlent.  11  arrive,  en  eiret, 
(jue  dans  l'infinie  diversité  des  rôles  s|M'-clliques,  rattachés  aux  por- 
teurs de  natures  concrètes  infiniment  varié-es,  on  puisse  discerner  des 
types  de  rôles  se  retrouvant  sous  nue  inlinité  de  formes  spécifiques 
dans  le  monde  de  phénomènes  concrets.  Tels  seraient,  par  exemple, 
les  types  de  rôles  désignés  comme  cause  lmj)ulslve  ou  dépressive, 
comme  cause  réactive,   résistante,  rythmiqu'%  intermittente;  le  rôle 
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<l  incrtit".  tlt"  liaiNon,  (rohslaclf  ;  \v  i(ilc  ('xcilalfiir  ou  |iii)\()('al<ur  ;  le 
rôle  rr';uialeui"  ou  coiupensalour ;  \c  rôle  coordiualil.  fie. 

La  connaissance  des  types  de  rôles  inlcrvcnant  dans  1  f\isicncc 
d'un  pliénonicne,  et  celle  de  la  niani«l-re  dont  résnllenl  les  parlicula- 
ilU'S  d  allure  comme  conséquenci-s  nécessaires  de  la  ((iinliiiiaixin  des 
I  vpes  de  rôles  delerminés,  équivalent  à  la  connaissances  du  fvpc  de 
///('Vrt///.vw?(?  auquel  le  jdiénomèMc  >erait  dû.  Un  Ici  Ivpe  embrasse  les 
mécanismes  spécifiques  d'une  foule  de  pliénomène-»  di>parates  (ju'il 
unit  ainsi  malgré  leur  di\ersité.  C'est  ainsi  qu'un  i;roiq)e  de  phéno- 
mènes disparates  a|iparaîtra  comme  étant  du.  par  exemple,  à  l'action 
d'une  cause  impulsive  invariable,  ou  j)ériodiquc,  direclcuu;nt  opposée 
à  rinertii-  du  pliénomène:  ou  bien  à  une-  cause  dépressive  faiblissant 
en  raison  directe  de  siui  ellet;  ou  bien  à  l'action  combinée  de  |)lusleurs 
causes  périodiques  de  même  période,  mais  de  pliascs  dili'éienles, 
entra\ée  par  un  assemblage  d(;  liaisons,  ou  jiar  I  apparition  biu>que 
de  causes  dépressives,  ou  par  l'inlluence  du  fadeur  jouant  le  rôle  de 
terrain,  ou  du  facteur  jouant  le  rt'de  de  régulateur,  ou  bien  le  rôle 
coordinalif,  etc. 

[^e  novau  d'analogie  ainsi  uniiorinist'-  conslilue  une  notion  mathé- 
matique imj)ortanle.  De  même  (pie  le  novau  de  similitude  de  p'dy- 
gones  semblables  consistant  dans  légalité  des  angles,  la  proportion- 
nalité des  côtés  homologues  entre  eux  et  aux  périmètres  des  polygones, 
etc.  transforme  la  similitude  en  égalités,  de  même  le  noyait  d'analogie 
d^un  groupe  de  faits ^  si  disparates  quils  puissent  être,  trans- 
forme la  ressemblance  de  ceux-ci  en  égalités.  Toute  ressemblance, 
depuis  l'analogie  mathématique  la  j^lus  complète  juscpi'à  la  rc.-->em- 
blance  la  plus  \ague,  se  laisse  rc'sumer  en  un  novau  dauj-  lequel 
aura  disparu  tout  ce  qu'il  v  avait  de  vague  et  où  il  ne  restera  plus 
que  ce  qui  se  trouve  de  réellemenl  idenliquc  dans  la  ressemblance. 

Les  ])arlicularités  d'allure  cl  celles  de  mécanisnu^  contenues  dans 
le  novau  d'un  groupe  de  phénomènes  sont  invariablement  liées  entre 
elles;  ces  dernières  amènent  in\ariablement,  comme  conséquence 
infaillible,  un  ensemble  déterminé  de  particularités  d'allures  qui  leur 
sont  rattachées.  L'un  des  problèmes  fondamentaux  de  la  Phénojnéno- 
logie  générale  consisterait  alors  en  ceci  :  An  disposant  de  données 
'/ua/iti tt/tiics  ou  (jU(ilitali\(;s  sur  le  nicianisinc  du  phrunn^ène., 
contenues  dans  le  noyau  d\in<tlo<iie  du  groupe,  prévoir  les  parti- 
cularités (V allure  rattachées  au  groupe. 
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Le  |)ii)bli'iiif  ('>L  du  rc>-<(>ii  ilc  I  ;iii;iIvm'  iiiiil licMicilKjiir  et  cnii.Msle 
dans  la  loriiial  ion  îles  éfjiial  ion>,  diiréieiiticUcs  |)ai-  IcSfjiK^llcs  se  Ir'a- 
diiisciit  aiiah  li(|ueii)('iil  [t'S  doiiiiétïs  sur  le  niecinisnie,  dans  l  inléura- 
tinn  de  ces  é(|uali()ns  cl  dans  l  inlerprélalion  eoueiV-te  des  (ails  îina- 
l\li(|ues  ini|)li(|ués  dans  les  inlei;iales  el  dans  les  ('-qualions  elles- 
mêmes,  tui  l»ien  ilau>  ji'liide  (i  ii;ilil;il  i\  e  des  e(|u;il  niU'^.  I  .;i  doclnne 
ainsi  ooneue  scht-nidliseniiL  les  plienomencs  disparates  tormanl  un 
j;r(tupe  d'analogie,  eu  les  réduisaiiL  à  une  sorle  de  s«|uelelle  eomniun 
(|ui  cor  respondrail  lanhtl  à  I  un.  lanl<')t  à  un  iiiiUr  plicuium  ne  du 
};roupe  suivant  les  siguidcalions  eonerèles  spécili(jues  que  1  on  don- 
nera aux  elémenls  du  sclu-ma.  l  n  pareil  s(|ueletle  re|)i(''senlera  le 
noyau  d  analojj^ie  du  s;roupe. 


II.  —  Exemple  d'un  noyau  d'analogie  universel. 

i9.  Tout  ce  qui  se  passe  au  cours  du  temps  consiste  dans  les 
variations  dun  système  ( /<, .  ^z^.  .  . .  . ////)  au  cours  du  temps,  le 
nombre  n  pouvant  être  lini  ou  inliui.  Ln  état  instantané  au  cours  du 
phénomène  est  déterminé  parla  coiifiguvalioii  du  système  à  l'instant 
considéré,  c'est-à-dire  par  l'ensemble  de  valeurs  qu'afl'ectenl  les  élé- 
ments M,,  u-i^  . .  . ,  n,i  à  cet  instant.  Le  phénomène  lui-même  consiste 
dans  la  suite  des  modili(alion>.  conlinues  ou  discontinue>.  (pie  subit 
la  conlij;uration  du  svstème  au  cours  du  temps.  (Jn  en  aura  une 
image  dans  le  mode  de  mouvement  du  point  figurai  if  ^i  du  système 
dans  l'espace  à  n  dimeusiims,  ce  j)i»iul  étant  celui  ayaul  pour  coor- 
données les  valeurs  des  éléments  //,,....  //„  du  s\stème. 

Un  svstème  est  libre  lorsque  les  modifications  arbitraires  de  tous 
ses  élément.-,  sont  possibles,  c'est-à-dire  lorsque  le  système  permet 
un  mouvement  aibilraire  de  s(ui  point  liguralit.  Le  s\slème  est 
à  liaisons  lorsque  les  modilications  arbitraires  ne  sont  possibles  rpie 
pour  un  certain  nombre  k  de  ses  éléments  //| //a-  les  modili- 
cations des  autres  élémeals  elaul  ilèterminées  par  celles  des  élé- 
ments W/i.  Le  mouvement  du  piunt  liguratif  est  alors  borné  |)ar  les 
liaisons.  Celles-ci  sont  fixes  ou  déjorniables  suivant  ipie  les  modili- 
cations virtuelles  du  système,  compatibles  avec  elles,  ne  dépendent 
que  di'  la  conligu  ration  du  système,  ou  bieudépendentaussi  de  l'instant 
dans  lequel   on  les  considère.   Dans  les  deux  cas.  le  mon\cn\enl  le 
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ftlns  ^t'-niral  du  point  M.  runipalUdr  (i\('c  A'.s  /iaiso/is,  se  iitinr/ir 
ù  son  moiivcDicnt  lihtc  sur  iiiw  rarit-tr  \  d'ordre  /:  (/(fus  rcs/uice 
(1  n  (linirnsio/is. 

l/cnseniblo  de  /.  paramrlrcs  imlcpcmlanls  cnlir  cmy.  (lcliiii.s>anl  a 
cluKiiie  inslaiil  la  |>(>>ili(»n  du  poiiil  \l  mii-  la  \aiii'h'  \.  peut  aussi 
rive  considci'»'  ((iniiiic  dcliui>>aiil  un  poinl  N  dans  1  csiiacc  a /,  diiiiiii- 
»ions.  Le  inou\enicnt  le  plus  gênerai  du  point  M,  conipdtihle  (ner 
les  liaisons,  se  raini'ne  au  mouvement  lihre  du  point  \  dans 
l'espace  à  /  dimensions,  l/euscinlilr  de  ces  /.  (•(>oi-donii(''es  repiv- 
>eiile  le  système  réduit  du  pliciioiiuiu'  ri  N  esl  son  point  figuratif 
nhluit . 

La  descriplion  d  un  |»li(n()inrnc  à  n  clénicnls  cl  à  /.'  degrés  de 
îiherli'-  se  ramène  alms  mddlereninienl  : 

i"  (  )u  bien  à  celle  du  in(ui\enienl  li('-  i\\[  jxiinl  M  mm-  une  \ari(''té 
d  ordre  /.  dans  1  espace  à  n  dinien>n»ns  (  svsicnu'  primaire  i: 

3"  On  bien  à  celle  du  mou\einenl  lihre  du  point  N  dan>  I  opace 
à  /.■  dimensions  (  svslème  réduit  ). 

Le  système  descriptitdu  phénomène  sera  hnlnuome  ou  non  liolo- 
nome  suivant  que  la  corresponilancc  entre  les  points  M  et  i\  est  telle 
(jue  la  position  de  ^s  dans  son  espace  à  Â  dimensions  détermine  com- 
plètement celle  de  M  dans  son  espac<'  à  /i  dimensions,  ou  bien  que, 
pour  cett<'  détermination,  il  faut  préciser  le  mode  de  mouNcment 
amenant  N  à  la  po^ition  considérée. 

Au  système  (^primaire  on  réduit")  se  ratlachent  le-  n'dcs  passifs 
dans  le  mécanisme  du  |ili(nomène,  tandis  (pià  Icnsemble  des  laits 
imposant  des  modification-,  par  les(juelles  se  traduit  le  phénomène, 
>e  rattachent  les  rôles  actifs  du  mécanisme.  La  mise  en  jeu.  \q  fonc- 
tionnement du  mécanisme,  amène  un  ensemble  déterminé  de  faits 
par  lesquels  le  plu-nomène  se  manileste.  Cet  ensemble  esl  in\aiiable- 
menl  rattache  an  mode  de  liens  existant  enlrc  les  rè)les  aclils  cl  ()a>.'.il'' 
dans  le  mt'-canisme  du  phénomène  :  ces  liens,  exprinu-s  anal yliquemenl. 
ronduisenl  aux  ('■qualion^  «i  u  plu  noMièiu'.  On  ai'iive  à  e<'tle  expression 
analvtKjue  de  la  manière  siii\iiiiic  : 

Lorsque,  au  eours  du  pliciutuiène.  un  eléiuriil  il  se  nul  à  \aiieren 
pr«}sence  il  un  ensiMublc  (  1>  i  de  circonstances,  on  altnituc  à  cet 
ensemble,  c<>n  •idiTi"  comme  eaus*-  des  varialioiis  de//.  n\u'  tendance 
niodi/iratrice  par  rapport  â  <-el  ('lénienl.  (  jltc  Iciidaiice  est  d  autant 
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jdus  Inilc  ([lie  1  Cliiiiriii  il.  ohji't  dirai  «If  l;i  Iriidimcc,  cliaii^c  j)liis 
\il<"  cil  •>;!  pn-sciict'.  Le  rôle  de  hi  IriKliiiicr  iinxlilicjil  i  icc  consisterait 
ainsi  à  iiaposi'v  les  niudilications  à  la  cnnlimiralinn  du  syslimc  dcs- 
<'i-i|)tir  du  plii'-noinrnc,  r'est-à-dirc  à  imposer  le-  niruivcmcnl  à  sftn 
|Hiiiit  limiraht;  un  (onsidcrc  f|in'  <■«">  iiiudili(alnin>  •-('  |tr(»diiiian'nl 
inlailliMcincnt  si  rllcs  n'clairul  j;cn<''es  |>ar  la  prcscncc  <l  aiilrcs  lails 
qui  les  entravent  ou  en  rendent  même  l'accomplissement  im|)ossil)le, 
nial};ré  la  persistance  de  la  tendance  modificatrice  active. 

On  adiucl,  i\v  plii^.  (|iie  l'élément  lui-même  oppose  de  XinevliC- 
;iux  eliangiMnenls  et  qu'à  eliaque  instant,  pour  lui  imposer  les  varia- 
tions, l'ensemhle  (  E)  met  enjeu  une  tentlanee  m<Mlilicatrice  d  inten- 
sité éj^ali'  à  la  <;randeui'  <\v  l'inrrtic  (!(,'  rt-h  inenl.  <  )r.  la  t^riindriii- de 
l'inertie  est  considérée  comme  \ariant  en  laison  dirtMlc  de  la  \it<'sse 
de  \arialion  de  Téh-ment.  le  coefficient  de  propoilionnalilé,  le  coof- 
ficicut  ({' inertie  ou  V inertie  spécijiqne  de  l'élément  représenlanl  la 
grandeur  de  l'inertie  pour  la  \itesse  de  \ariation  égale  â  1  unit»-.  Dans 
les  mou\ements  de  translation,  par  exemple,  ce  coefficient  est  désigné 
comme  la  masse  du  mohile;  dans  les  mouxements  de  rotation,  c'est 
le  moMicut  diiirilic  du  corps;  dans  les  ehangemenls  qu'éprouxe 
l'intcnsitc-  du  courant  fourni  par  la  pile  ('leelrifpie  inlcrealce  dans  un 
circuit,  ce  coefficient  <-st  la  ri-siviance  électrique  du  circuit,  etc. 

l/int<n.sil('- de  la  tend. mec  ni(Mlili(  airicc  rattachée  à(E),  mise  en  jeu 
à  un  instant  eonsidt'-ré  pour  iuqjoser  des  variations  à  l'élément  u.  afin 
d'être  en  raj)port  avec  la  grandeur  de  l'inertie  qui  lui  est  opposée, 
varierait  donc,  elle  aussi,  d'instant  en  instant  en  raison  directe  de  la 
vitesse  des  \aiiationsellc>-m('mes  et  de  I"  inertie  spécifique  de  l'élémenl. 
La  giandeur  absolue  du  [)roduit  de  ces  deux  facteurs  ser\ii-ait  de 
mesure  dinlensilé.  à  la  fois  [)Our  l'inertie  et  pour  la  tendani  e  .-m- 
plovée  par  (  E)  pour  vaincre  celle  inertie.  La  tendance  modificatrice 
Miait  à  ehafjue  instant  afl'ectée  d'un  sens,  positif  ou  négalil.  suivant 
(pie  l'élément  u  en  présence  de  (  E)  croîtrait  ou  décroîtrait  à  cet 
insiant.  Dans  Je  premier  cas  la  cause  est  impulsive,  dans  le  second 
cas  elle  est  dépressii-e. 

Ce  serait  là  une  manière  de  mesurer  la  tendance  modilicalive /^//?/v}.< 
coup,  c'est-à-dire  de  l'estimer  d'après  les  variations  (ju'elle  aurait  fait 
suhii-  à  l'élemeul.  Oi .  il  \  a  de>.  ensembles  (E  )  auxquels  se  trouve 
rattaclit-e  une  loi  permanente  permettant  d'estimer  préalablement 
la  tendance  de  la  maniéiv  suivante  :  on  saurait  à  l'avance  que  le  plié- 
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iitniiciif  se  na^sc  ((iinmc  --i  la  icudancf  à  laiir  \ain'rl  cliinriii  //.  i-a|- 
laclice  à  (^E  I.  \aiiail  rllt'-iiu'-mc  au  cours  du  iilKiiuinciic  Mii\aiil  une 
loi  llxf.  non  Mibonlonnri'  au  mode  dont  la  vilcsNC  de  vanalion  de 
l'cicmcnl  \ari(*  oUVcliv  (Mnenl  au  cours  du  j)li(''nonn'u<'.  A  laitlc  d  une 
telle  loi.  et  sans  a\oii"  hcsoin  de  connaître  1rs  \analions  <]t-  I  clcnuMit 
(lui  tMi  sont  la  consé(|uenee.  on  peut  csimn  r  la  Icndaiicc  uio(ldica- 
Iriec  de  i^K)  en  elle-même  et  à  laxanee,  pour  ici  in^ianl  (pTon 
\oudia.  Telles  seraient,  par  exemple,  les  canses  in\arial>les  au  coui> 
du  |)li(ii()niruc  :  les  causes  périodiques  ;  les  causes  pi(»porlionnellcs  à 
la  piandeur  d  un  élément  du  phénomène,  ou  à  1  excès  de  celte 
grandeur  sur  une  i^jrandeur  fixe,  ou  à  la  lacine  carn-e  de  cet  excès,  ou 
à  la  >;pandeur-  de  linerlie  d  Un  clcincnl  autre  ipie  I  oli)el  direci  de  la 
cause  considérée,  ou  a  la  diveriicnce  d  un  chaMi;e  sur  le(piel  la  cause 
exerce  son  action,  etc. 

En  somme,  ceci  revient  à  assimiler  les  tendances  nioddli  al  i  ices 
de  toutes  espèces  à  îles  forces  mécaniques  pro])renienl  dites.  ljn<' 
telle  assimilation  ollVe  la  possibilité  d'étendre  la  llieorii^  de  l'action 
des  forces  aux  causes  agissantes  de  toutes  espèces  et  de  toutes  natures 
concrètes,  na\anl  avec  les  forces  nu'caniques  en  eoinnuin  (pielel\pe 
de  rôle  dans  les  mécanismes  des  pliénomènes  resj)eclits.  Le  |)roltlènie 
fondamental  de  la  Phénoménologie  mathématique  se  ramène  ainsi  au 
problème  du  mouvement  dans  l'espace  à  n  dimensions  et  se  résout 
par  des  extensions  intuitives  des  méthodes  classi([ue-.  uldi^i'-es  dans 
l'espace  ordinaire. 

Ainsi,  la  didinition  même  de  la  tendance  nindilit  al  i  ice  d  une  cause 
conduit  aux  ('"(pialions  londamenlales  de  la  torme 

OÙ  les  \y  /  sont  les  tendances  modificatrices  apj)liqu('-es  diieclemen! 
à  réiémeni  ii/.  m/  t'-lant  l'inertie  S[)écilique  de  l'élément. 

A  laide  des  liaisons  dans  le  système  primaire  ( // 1 ,   '/.. //«  ), 

on  passe  du  moiiveuieiil  du  |)oinl  li^nialil  ptimaire  a  celui  du  poiiil 
(i^iiialif  réduit ,  j)ar  h;  procéd*'  classicpie  de  la  Mecanupie  (udiiiaiie. 
l'anni  les  diverses  transformatituis  de  ces  éfjiiations,  lune  prè-senle 
un  inh-rè-l  toiil  |iarlieidier  par  sa  g/'Ui-ralitè-,  sa  sim|)licile  ci  |;i  la(  ilile 
d'application  :  c"es|  |;i  iransfoiniation  eondiiisanl  a  la  lorme  idin- 
ti(fue   à   celle  des  ('(lualioiis  de  M.    A|)pell  dans  la    MiManicpie   ordi- 


naire 
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où  les  (j,  sont  los  (''Irmciil^  du  s\>triiH'  i('(liiii.  (-)  hih'  ixjirrssinii 
d(''|)cn(laiil  de  ces  élf-menl^  cl  des  liiijsons  iiiixcjiudlo  le  sy.slt'-m<' 
|)i"iniaire  <'sl  assiijelli,  O^  ilaiil  (\i--  r\|)i(ssi(iii^  (h'-pciidiint  des  liai- 
sons el  des  tciidaiices  iiKMJilir;)!  iico  liil  I  ;i(Ii(t>  ;iii\  (•li'iiM'iit'^  du  sys- 
tème priiuaiic. 

Les  é(jiiali(iii^  a|)|)clli(iiii(s  >  ;i|i|di(|ii(iil  ;iii>ï,i  hieii  aux  .sv>lèjnes 
non  JuddUimic^  (|ii  aux  svsLènics  IkiIoiiomics.  Dans  le  cas  de  ces  der- 
niers, elles  se  laissent  Iransfornier  dune  rnanièiv!  idenlicinc  à  eellc 
dont  Lam'angc  a  transfoi-MK'  les  écpialions  de  la  Dvnaniifiuf  : 

d/dT\        OT       ^  . 

où  T  ne  dépend  que  des  éléments  du  système  et  des  liaisons,  Q; 
dépendant  à  la  fois  des  liaisons  et  des  tendances  modificatrices.  Dans 
le  cas  des  systèmes  non  liolont)mes,  aux  expressions  Q/  s'ajoutent  les 
termes  correctifs,  nuls  pour  les  systèmes  holonomes. 

Lorsque,  le  système  étant  h(donome,  les  tendances  modilieatrices 
dérivent  d'une  fonction  de  forces  (phénomènes  à  |><)tenlit  1),  les 
«■(piatmns  se  laissent  ramener  au  tv|)e  eanniii(pH'  dlLiniilldn. 

Les  équations  peuvent  aussi  être  écrites,  et  e(da  de  diverses 
manières,  sous  une  forme  condensée,  comme  le  sont,  par  exemple, 
les  formes  sui\anles  : 

i"  Pour  tout  |»hru(»mène.  à  svsième  lioiouoinc  ou  non  holonome, 
d  existe  une  lonclion  délcnniuci'  <i*  ilt'ptudaiil  du  système  et  des 
causes  applicpii-es.  telle  (pic  les  c(piations  dillérentielles  du  ph('*n<»- 
mène  coïncident  a\ec  celles  exprimant  les  conditions  pour  que  <1>  soit 
minimum  (énergie  d'accélératiou  de  .\L  Appell); 

:>."  Pour  tout  phénomène  conservatif  existe  une  équation  aux 
déri\ées  j)artlclles  (écpiation  de  Jacohi)  dépendant  du  système  et  de.s 
courses  applicpièes,  telle  (pie  les  équations  du  plienomène  sob- 
lienuenl,  sous  forme  fini'',  à  1  iiidc  d  Une  intégrale  complète  de  cette 
écpiation.  Le  tait  suivant,  ainpicl  conduit  I  inlci|nétation  gtMunc'Irique 
de  celte  étpialion,  est  d  une  im[)orlancc  capitale  |)oar  la  Pliéuoméuo- 
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ltii;it'  luiillicinaliinic  :  I  li>i/(  i>/ir/iOfHt''/ic'  co/isi'/iii/if  corrrs/io/itf  ii /ir 
classe  (le  lun-K'h's  \  d'ordir  ruai  tiii  (lei;rc  de  Uhcrh'  h  du  sys- 
fr/m\  telle  que  l'rfudc  du  plunoinriie  el  It-ludi'  des  aéodésiques 
tracées  sur  \  sont  des  probirines  identiques  : 

3"  Pour  loiil  |)li('Mi>iiu"'n('  à  s\>tiinc  IkiIoiioiuc.  il  r\lvir  une  wxVr- 
i;raIo  (-Iclinic  déjjeiulaul  du  sjslt'nu'  el  des  causeï.  applicjuées,  telle 
<|iie  les  é(iuations  dillérentielles  du  pliénomène  s'ohticiinenl  eu  éeri- 
vant  (lue  la  variation  première  tie  1  iiiléj;i"al('  >()it  nulle  (^prineipes 
dUaniillon  el  de  uioindre  aclmu  ). 

i/inli'^ralion  des  équalilln^  dillcrcnlicllcs  ((inoiinuilanlcs  conduit 
aux  lois  de  mouvement  du  poiiil  liguai  il  du  iilicnouirne,  c'est-à-dire 
à  la  description  mè'me  île  1  alluie  du  plicnoiuènc.  Les  «!'qualions  dilif'-- 
rcntielles  n'étant  que  l'expression  analvtiquc  du  type  de  mécanisme 
du  plunomène,  dans  lequel  tous  les  facteurs  ont  perdu  leur  sii;niri- 
cation  concrète  ne  conservant  que  ce  qui  caractérise  essenlicllciiitul 
leur  type  de  rôle,  il  est  naturel  que  les  phénomènes  dis[)aral<\s, 
ennendrés  par  un  des  facteurs  jouant  un  même  type  de  rôle,  présen- 
teront les  mêmes  ])aitieulaiiles  dalluie.  Une  paieille  dexilplion. 
rattachée  à  un  mt'-iue  lv|)e  di-  iiièc  aiiisiiic.  ii  présente  un  schéma, 
général  ramenant  à  un  même  Ivpc  une  toule  de  phénomènes  (\c. 
toutes  espèces  et  de  toutes  natures  concrètes.  Le  schéma  résume 
l'ensemble  (F)  de  faits  com|>o>>aul  le  novau  d"analoi;ie  du  groupe  de 
phénomènes  qu'il  end)rasse  et  (pii  de\iennenl  ainsi  a/talytiqueme/it 
équii'alr/iis  entre  eux. 

Les  conditions  pimr  une  telle  eipin  aleuee  aiial\li(jiie  j»eu\eiil. 
<1  ailleurs,  s  exprimer  sous  une  foiine  précise  el  condenst-e.  (lomme 
lev  ((uiations  dillV-rentielles  du  i;roupe.  <''erites  sous  le  forme  de 
\l.  Vppell,  s  oi)tiennent  ])ar  la  deiivalion  d  une  ^eiile  lonelion  <l» 
rattachée  au  mécanisme-type  du  «^rou|)e,  les  conditions  pour  l'équi- 
valence analytique  des  phénomènes  du  groupe  consistent  en  ceci  :  // 
faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  <I>,  se  rattachant  à  chaque  phé- 
nomène du  groupe,  ne  dif/èrenl  entir  cu.i  (juc  par  des  partu's 
additiics  ne  dépendant  pas  des  éléments  suii-a/it  lesquels  est  à 
effectuer  celte  déricaiion.  Dans  le  cas  des  pht'iioiuènes  conservalils, 
il  existe  une  variété  \  d'un  ordre  delemmie  dan>  I  li\  perespace, 
caractérisée  par  la  propriété  que  l'allure  du  phénomène  s'obtient  |)ai' 
une  traduction  eonvenahle  des  partieulai-ités   rallaiht'-es  aux   i^éodr-- 
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-1(1111-.  (Ir    \  .    l'.ii    cxcilllilr.     |inill'    Ir  ;;l(>ll|ic    ilr  |)li('M(  Hlirilfs    de  IdIiIc^ 

iialiires  coiicrclcs,    ;mi>l\  ll(|ii<  imiil   cqiiiviileiils  ;iii   i i\cmtiil   d  un 

point  mat«'ri('l  dans  un  plan  suiis  l'aclion  de  forces  ccnlralo  louc- 
hons de  dislancc,  la  variétt*  \  cuniiiiiiiir  csL  une  snifacc  d<'  r<\  olulinn. 
l*i>Hr  (ju'iiii  i^roiiix'  (le  p/ir/to/ni'/ies  consc'/\,-riti/s  repn'scnlc  un 
groupe  de  pliciKjnK'ni's  analyliijttcmcnt  i-fjin\'(tlenls,  il  j nul  d  il 
sufjit  que  ces  [>lti''noinènes  préscnUinl  en  commun  une  variélê  \  . 

oO.  Cliaque  niùcanismç-tvpc  •lin[)liciue  un  certain  nonihic  de  par- 
ticidaiilés  d'allures  qu'il  impose  au  phénomène  auquel  il  se  rattache 
ei  (pii  sont  les  conséquences  nécessaires  de  sa  composilinn  même. 
\in-i.  riicliDU  d  une  cause  dt''pre>si\e  directement  opposée  à  l'inerti** 
du  phémiiiicne  el  (jui  se  de|)ense.  en  aj^issant,  en  raison  directe  de 
reHei  j)roduil,  implique  la  dt'croissance  graduelle  de  l'eiret  et  son 
évanouissement  île  plu>  <ii  plu-  liiil. 

Lorsqu'une  cau>e  in>LantaMéc  tend,  par  son  impulsion,  à  Irouhler 
le  cours  naturel  d'un  phénomène  déjà  existant,  suivant  l'instant  où 
la  cause  apparaîtra,  et  Mirtoul  >uivanl  la  grandeui  «  i  !<■  sens  de 
rineriie  ijii  phénomène  à  cet  instant,  l'effet  de  rinq)uh.ion  sera  très 
sensible  ou  insensible,  avec  toutes  les  gradations  <'ntre  ces  extrêmes. 
Dans  le  ca>  particulièrement  intéressant  j)Our  l'explication  d  une 
foule  de  plu  iKnnénes  naturels  où  |)lii  .ieur-  causes  iiilermillenles 
interviennent,  dont  le  sens  est  toujours,  à  l'instant  où  elles  appa- 
raissent, contraire  à  celui  de  la  vites-e  de  changement  de  l'élément 
4'aractéristique  du  phénomène,  et  causes  d'autant  plu  inten-e-  que 
cette  vitesse  e>  l  plu-  ( onsidérahje.  hi  marche  île  leur  ellêt  se  traduira 
par  une  courbe  oscillante  à  oscillai  ioiis  très  ann)rties  dont  un  nondue 
très  restreint  est  sensible. 

Certains  plu-nomènes  de  la  Dynaïuicpie  chimitpie  -ont  i-egis  |)ar  le 
mécanisme-tvpe  suivant  :  n  éh-menls  caracléristiques.  liés  par  des 
faits  introduisant  n  —  i  liaisons  fixes  entre  eux.  varient  chacun  sous 
laction  dune  cause  impul-.i\e  directement  opposée  à  son  inertie, 
chacpie  cause  faiblissant  progre-sivement  au  fur  et  à  mesure  qu'elle 
produit  son  eUet.  en  s'évanouissant  lorsque  l'ell'et  aura  atteint  une 
certaine  grandeur  limite.  Un  tel  mécanisme-tvpe  impliipie  le  fait  que 
chaque  élément  croîtra  au  coûtas  du  phénomène,  mais  de  plus  en  plus 
lentement,  tendant  asvmplotiquement  vers  une  grandeur  qu'il  ne 
dépassera  pas;   le  phénomène  lui-même,  image  collective  des  varia- 
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lit»Ms(lc   SCS   ôlrmciil-,    h-iidia    |)ri»i;i'c --.n  cniciil .  «le    |>lii('ii  plu  .  Icii- 
lemenl.  mm-    iiii  rci;imc  ■.liitiiiiiiiiiin-  (lii(|iicl  il  m-  -drliiii  plir  . 

|);m>-  Ir  ca»'  «le  plu-iiniuciics  ;'i  un  cliinciil  du--  ;"i  liictidii  ilc  deux 
ciiii-c-.  anla^om -h--.  I  une  iin|)iilvi\  c  d  iiilriisiic  \aii;dilc.  liuilrt' 
d<|>r('ss|\  i'  à  rclai'd  cniisiiiiil ,  c  c-l-à-di  ic  (j  mlciisilc  vaiiaiil  <'ii  laisou 
diit'Otc  d<'  1  ollt'l  jnodiiil.  mai',  coiic^-pdiidaiil  à  un  iiisiaiil  aiilt'i-irur, 
ItdlV'l  >L'ra  la  Miper|)<)siti<)n  d  nu  plicnonirnc  conslanl  cl  de  pliéno- 
inrni's  parhcl-  «pu  >-,•  dis-ipcnl  avec  d«'s  \iU'>vc>-  diir«'r«Mit«'>.  lo  uns 
suivaiil  un«'  loi  expinienlicllt'.  les  aulivs,  introduits  par  \c  retard,  à 
\ariations  oscillatoires  amorlies,  d  ani|dil  nd«'s  oi  de  périodes  dille- 
rentes.  Les  phénomènes  partiels  ex])oni'nii«l-.  faiblissent  de  plus  en 
jdus  au  eours  du  plwMioniène,  et  «1  aulaiil  |dn'  lapidemeul  «nie  le 
«■«leHleient  d'aetixité  de  la  cause  variahh'  est  plus  ^rand  «-t  linerliiî 
^péeili(pie  de  rél«''iiienl  plus  faible.  Le  pliénoniène  r«''sultant  tend  vers 
un  état  linal  a>-\  nipl«ili«[uc  «mi  i'ire«lnant  autour  de  cet  «'lai  une  si'rie 
d'oscillations  amorties.  L  n  groupe  «'■len«lu  de  plu-noniènes  sont  dus 
aux  |>erlurbalions  introduit«'s  j)ar  un  assemblage  de  causes  directes 
piiiodiques  et  laibles.  dans  un  |ili(  iionn-ne  déjà  existant  et  qui  con- 
sisle  en  faillies  oseillatioii>.  |t(riodi«pie  «lu  système  autour  d  "un  «lal 
«r«''(piilil)rc  stable.  Alors,  l«)i-s(pie  la  j)ériode  d'aucune  cause  pertur- 
balil«"e  ne  ciVincide  avec  la  p«''ri«tde  des  oscillations  primitives  du 
svstcnic.  le  pli«''nomcn«'  r«''siiitant  ««insistera  dans  la  superj)«)sitiiui 
des  oscillations  primitives  cl  d'une  autre  espèce  d'oscillations  pério- 
diques ducs  à  ces  causes,  a\anl  cliacune  la  même  période  que.  la 
cause  perturbatrice  qui  la  im|)0See,  et  une  anq^lilude  invariable  au 
c«>urs  «lu  j)hénomène.  mais  d'aiilanl  |)lii>  considé-rable  que  la  pi''riod«; 
des  oscillali«»ns  primitives  dillèrcra  in«)ins  «1«-  la  période  de  cette 
cause.  Dans  le  cas  où  la  difTérence  «les  «leiix  pério«les  est  très  petite, 
cette  ainpiiluilc  est  trè-.  gran«l«'. 

'J'«)Ut  «■<■  (pii  impose  le  renforcement  d'une  cause  directe  impulsive, 
«111  lallaiblissement  d'une  cause  directe  déj)ressive  dans  un  pliéno- 
mènc,  marque  son  inlluencc  sur  la  marche  de  celui-ci  soit  par  le  ren- 
forcement de  la  croissance,  s«»it  par  1«'  i-alenlissement  de  la  décrois- 
sance des  éléments  caracléiisti(pi«'s  du  phénomène,  et  inversemenl. 
Ainsi,  si  au  Cfuirs  d  un  j>li«Miomène  à  un  él«;iuent,  dans  lequel  l'assem- 
blage (  \lf  )  (Je  causes  directes  inijiulsi\<îs  est  plus  fort  «pie  l'assem- 
blage (  Lj  )  de  causes  directes  fléjjressives,  apparaît  une  caus<; 
secondaire   tendant   à    renforcer  (Eoj   ou   à   aflaiblir  (K,),   rélément 
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«oinmciici'iii  nar  cioîlic,  iiiai>  de  [ilii-'  en  |)lii>  Icii  cmciil  :  à  I  lIl^laIll 
OÙ  (E|  )  et  (  l'^o)  s'(''|;ali>(iil  ru  inlmsiir.  il  alIciiHlra  snw  niaxiiniiiii 
après  IrfiMol  il  st"  incllia  a  dci  roiirc  de  plus  eu  plii^  lapidciiiciil .  l  ii 
ass('nil)lai;c  (-  de  (■aii--<s  iiidircdcs  (c!Uis(;s  secondaiifs,  pciturha- 
Iriccs,  raciciiis  inlliiciils.  fie.  i  jn'iil  cxcrcrr  :  i"  une  inlliu-nci'  C|  sur 
rasxinbla^o  (^  1^  );  a"  luic  inllucnce  il,  sur  lasscnihlai;^  (  1^^).  (!lia- 
ciiiic  de  ces  deux  inlluenees  peut  èlre  renforranle.  airaiMi^sanle  ou 
insensible  pai-  rapport  à  (^'i)  el  (Ej).  Lcuir  sens  ('-laul  iiidi(pic  par  le 
si<;ne  de  (1,  et  (Ij,  le  signe  <»  (zéro)  correspondant  au  cas  où  l'in- 
lluence  esl  iiiscusilde,  ces  inlluenees  se  prêtent  à  neuf"  eoinhinaisons 

snivantes  : 

Caractère  de  la  coinl)inaison 

Combinaisons  i           —           1 1         Inlluence  résultante 

des  actions                         par  par  sur  le  cosrs 

C,  et  C.  rapport  à  C,.  rapport  à  ('....  du  pliénoméne. 

-f- Cl — Go....        impulsive  di'-pressive  renfnnante 

—  Ci-t-Gj....        (ir-pressive  impulsive  afTaiblissaiite 
-r- Ci-I- Cj.  .  . .         impulsive  impulsive  iii((  i  laiu<- 
— ^  Cl — C-,....  dépressive  dépressive  iuccriainc 
H-Ci-H  o  ....        impulsive  iiisensilde  légèremeiil  renforçante 

—  C1-+-0....  (l('|)ressive  insensible  léfïèrenient  alTailtlissante 
o  — Ci....  inscnsilile  (li'prosible  iéiirrement  renfurcante 
o-f-Co....  inscM-ililr  impulsive  l(-i,'èrt'mont  afiaiblissanle 
o  -i-  o  ....  iii-rii-ililr  iiiNiMisiblt'  nulle 

Les  donni'cs  (piaiililal  i\  o  ou  cpiaiital  ivcs  sur  les  i;ranileurs  rela- 
tives Cl  <'l  (Ij  ou  sur  le  mode  de  leurs  variations  au  cours  du  pliéno- 
méne conduiraient  à  des  connaissances  plus  précises  sur  l'allure  du 
pliénoméne  et  permettraient  la  prévisi(»n  de  diverses  autres  particula- 
rih'.s  de  cette  allini'. 

De  nombreux  e\einj)les  pareils,  indicpiés  par  M.  l'etrovitcli,  éclair- 
eissent  sa  pensée  et  mettent  en  ('videnee  ce  cpi'il  v  a  <ressenlicl  dans 
les  Mo\au\  d  aiialoi;ii'  de  plienomèu<'s  disparates. 


III.  —  Applications  aux  phénomènes  naturels. 

ol.  [^es  noyaux  d'analogie  de  la  forme  précédente  se  retrouvent 
à  (  lia(jiie  pas  dans  le  monde  des  phénomènes  naturels.  La  bigarrure 
mar(piant  extérieurement  les   |)articularilés  d'un  groupe  de  pliéno- 
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iiifnc>  aniilojiiK'x  |>i(i\i(iil  le  plu-  soiincmI  Ai'  \,i  div  fr^ih'  do  lormcs 
•  •vU'tu'uics  tjur  rovclcnl  les  i;u'lt'iir>  re.sprclilV  |iiii ml  iiii  nuMiic  rôle 
ilan"-  les  mécanisines  dos  pliénoinèiies.  ainsi  (]iic  de  la  di\er>il(''  de 
fails  eoucrels  par  lesquels  se  manifeslenl  (^xtérirmcinenl  les  |»aili(ii- 
lai-ilt'-s  d'allures  invariablemeiil  liées  au  i  \  pe  de  mcciiiisiiH'  (iimiini  ii 
aux  pliêuoinènes  du  groupe.  Ainsi  : 

La  cause  impulsive  se  relronve  lanlùl  sons  la  loniir  de  loi-ec  atlrae- 
(i\i'  des  parlieuies  nialerielles,  lanlùl  coniine  luice  lianslunnal  riet; 
dans  les  l'éaelions  (  liiniiqnes,  lant»'>l  connue  lorce  desliueli\  e  des 
microbes  dans  une  nuïladie.  lanlôl  comme  l'urce  impulsixc  du  eccur 
réglanl  la  pression  el  la  vitesse  de  circulai  ion  du  sang,  comme  force 
motrice  des  idées,  comnu-  tendance  |»i)lil  i(pu',  etc. 

La  cause  dépressive  se  manilesle  en  LanI  que  j)esanteur  tlans  un 
mouvement  ascendant,  comme  tendance  de  la  lumière  à  diminue)-  la 
pression  de  1  eau  dans  les  ci'liulcs  de  la  llcur.  comme  ronchon  pliago- 
ivlan'c  des  miciopliages  ou  macro|)liages  au  cours  du  develoj»|)«Mueul 
d Une  maladie,  comnu-  action  modératrice  de  petits  vaisseaux  contrac- 
tiles tendant  à  diminuer  la  pression  el  la  \ilesse  de  ciiciiiiilinii  du 
.sang,  comme  action  dépressi\e  de  certains  états  aireclif's  enlra\anl  et 
même  paralysant  l'action  motrice  des  idées  dans  la  profhicl  ion  des 
actes  volontaires,  etc. 

Dans  le  phénomène  de  cluih-  d'un  eor|>s  dans  le  \  ide.  le  rôle  de 
cause  invaiiable  est  joué  par  la  |)csanteur;  le  rùle  de  cause  pério- 
dique |)ar  la  force  électromo!i-ic<'  en  jeu  dans  les  phénouu'ues  de 
<-oiiraiil  allei'nald.  par  lacliou  de  la  lumière  dans  1  eiiiaiial  um  du 
parluni  des  Heurs  t)dora!ites,  |)ar  les  composantes  des  forces  ;itlrac- 
li\<'s  du  .Soleil  et  de  la  Lune  dans  les  phénoméiu's  de  la  mari'c.  Dans 
une  maladie  microbienne,  le  n'ile  de  cause  croissanle  est  joue  par  les 
bacilles  se  reprcxhnsanl  et  envalii-s;iiii  l'oiganisme  ;  au  cours  du  de\  (<- 
loppemcnt  des  bacilles,  le  rùle  de  cause  décroissanle  est  (igui-e  par 
l'aclion  de  la  lumièie  ou  j)ar  les  propriét(''s  l)actéricides  el  anli- 
loxupies  des  liiimeurs.  Les  excitations  nilerniil  hnics  du  uiusele  car- 
iliaque  dans  divers  plu-nomènes  pli\  sioloi;i(jues  jniieiii  le  r(")le  de 
<aiises  intermittentes,  etc. 

Le  lôle  de  cause  réactive,  prenani  naissance  à  r.q)parili(Ui  même 
des  modifications  d'un  système  inq)osées  j)ar  d  autres  causes  impul- 
sives ou  dépressives  et  s'opposaut  à  ces  modilications  quel  (pic  soil 
leur  sens,  est  joué,  tanlùt  par  la  force  électi(unotrice  de  Tinduction, 
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laiit<')t  |»;ii-  lii  ii'iicliiiii  (If  l;i  irliiic  |)i()\(K[iirc  |i;ir  lc>  fVciUilmiis  liiiiii- 
liciisc>',  l;uil(')l   |i;ii'  (li\  ri>cs  iciiclioMs  s(i(i;ilcs.  clc. 

I.c  lùlc  (rincrlie  se  relioiivc,  tiinhM  (I;ims  riiicrîic  iii<'c;iin(|iio  (l;iiis 
les  muiivciiu'UlN  i]o  li-aiislalinii.  I;mt«'»t  (liiii>  la  lorcc  ccnliiliiyc  dans 
les  riKtiivt'iiicnt-^  (Ir  lolalioii.  land'il  dans  diNcrscs  loi'ccs  ('■leelioma- 
i;ii(ii([iics  dans  les  |»li('n(inn'ncs  (•Iccl  rl(|in'.s.  tanh'il  dans  la  Ioitc  de 
I  liahilwdc.  etc. 

l.c  rôle  excilalciii-  {  pros  ocatcnr  i  rs|  |i»iii'.  Ianli')l  jiai-  I  (■•tin<-(dl(.' 
|»i(>\  (Kjiiant  mil'  <'\pl(>sion.  Ianl(">l  |iar  r('lal)li-.scinriit  diin  conlarl 
élec'triqne  délerniinanl  une  ri'aclion  (  liiiiiu|n(;  inlcn.se,  par  des  inei- 
denls  insii^nilianls  en  eux-nièines  declenelinnl  de  graves  événe- 
jnenls,  elc. 

Le  rôle  de  liaison  se  icironNc  <lans  le  faii  (piHn  point  mobile  est 
assujelti  à  rester  conslaninu-nl  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface; 
dans  la  loi  de  Marinlle  rci;lanl  les  délormations  élastiques  des  gaz 
parlails;  dans  les  lois  de  KiicMioir  réi;lanl  la  disi  i  iKui  ion  de  l'élec- 
Iricité  dans  un  réseau  de  conducleurs;  par  la  loi  de  proporlionnalité 
entre  les  (pianlités  de  corps  (  liiiniques.  dépensées  au  cours  d'une 
réaction  cliiniiqnc  et  les  (juantilés  de  proiluits  de  ri-action  ;  dans 
diverses  corrélations  entre  des  phénomènes  j)livsi()l()gi([ues  et  psycho- 
logiques (diverses  corrélations  réilexes;  associations  des  idées,  etc.  ). 

T.e  i^ôle  régulateur  est  celui  imposant,  par  exemple,  la  régulari- 
sation de  la  vitesse  du  \tdant  de  la  unudiine  à  vapeur,  la  régularisation 
de  la  pression  osnioti(|ue  dans  l'organisme,  celle  de  la  respiration  par 
des  bulles  gazeuses  à  la  surlace  de  certains  organismes  aquatiques,  la 
compensation  entre  la  variation  des  amplitudes  de  respiration  clie/. 
un  animal  et  les  changements  de  leurs  t'n'Hjuences  lors  des  rétri-cis- 
sements  et  des  dilatations  des  voies  respiratoires,  l'action  régulatrice 
de  l'olTre  et  de  l;i  demande  dans  les  phénomènes  économiques,  etc. 

Les  particularités  communes  dallure  imposées  par  un  tvpe  déter- 
miné de  mécanisme  à  divers  phénomènes  disj)arates.  revêtues  de 
signilications  concrètes  que  comporte  le  plienoniène  naturel  spéci- 
lique  considéré,  se  traduisent  aussi  extérieurement  par  îles  particula- 
rités concrètes  inliniment  variées  suivant  la  luitnre  spécilique  du 
phénomène. 

Ainsi,  la  croissance  d'un  clément  se  tiaduit  lanti'it  |)ar  1  accélé- 
ration de  la  vitesse  de  translation  ou  de  rotation  dans  un  mouvement. 
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liinlitl  par  lii  liMiiMlmn  grailiirllc  il  iiik-  t'onli-iir  |ias>anl  du  ^lMl^r  an 
nikIcI.  lanliil  par  i  rcliaiillt'inriil  d  un  ii)r|»s  ou  par  un  (  nuiaiil  i-loc- 
tn(|n('  (le  jtlus  en  plus  inlruM'.  pai'  1  aicclcral nui  d  uni'  iiacliun  rlii- 
iiii(.|ur.  par  1  aj^j^ravalioii  d  unr  maladie,  rie. 

La  décroissance  d'un  élcincnl  pinl  si'  Iraduirr  |>ai'  lr>  rliani;inirnl.s 
Ac  couleur  dans  le  sens  inverse  au  pn-cédenl,  par  ïr  rrlnudisM'nienl 
d  un  corps,  par  le  ralenli>M'nienl  dune  réaction  ehinuipii'.  dr  laltr'- 
nualittn  d  une  maladie,  l  ne  dr'croissance  très  InMi^qne  peut  >e  l  ra- 
duire  |»ar  le  elioe  de  eiirps,  j)ar  un  plienoméne  de  mulalmn  au  eours 
de  variation  d  une  espèce  animale  nu  vem'lale.  par  la  ei»au,ulalion 
instantanée  d  un  colloïde. 

Le  passage  d  un  élémenl  par  la  \aleur  zéro  se  Iraduit.  par  exempli', 
par  des  raies  ou  l)andes  noires  dans  des  pliémunénes  d  interlércnces; 
le  passage  par  un  point  anguleux  du  iliagranune  indique,  dans  le  cas 
où  ce  diagramme  est  celui  de  la  stdubilité  tle  corps  cristallisés,  un 
changement  allotropique  ou  un  <  liangemenl  d  livdialalion  du  iur|(.s, 
ou  bien  un  eliangement  neipriupie  de  denv  corps  en  ili-«>olu- 
tion,  etc. 

Le  caractère  oscillant  se  manifeste,  tantôt  j)ar  les  o^cillalIons  d'un 
pendule,  tantôt  par  lapparilion  d'un  ct)uranl  électrique  allernatil, 
par  des  alternances  successives  d"ai:i:ravation  et  d'atténuation  d'une 
maladie,  par  des  oscillations  des  afTaires  commerciales  dans  un 
pays,  etc. 

L'amorlisM-nu'iil  progressif  des  oscillations  se  retrouve  dans  lim- 
mobilisation  progressive  d'un  pendule  par  une  série  d  oscillations  de 
moins  en  moins  sensibles;  dans  1  uiuiorini>alion  progressi\e  d'un 
courant  électrique  alternatif  par  une  série  d'alternances  de  j>lus  en 
plus  faibles;  dans  le  caractère  »»scillant  amorti  de  l'exeilabilité  du 
cœur  par  des  excitations  faradiques  constantes,  ou  de  l'exiitabilité 
<lu  centre  nerveux,  mi  de  1  exeilaMlile  île  la  réiiiie  [)iir  la  lumière, 
dans  le  mode  de  l'aeliuii  |)lioloeliiun(pi('  de  la  lumière,  eli  . 

La  périodicité  du  cliangcmeni  d  un  elémenl  ou  il  un  s\>ièMie  d  i-li}- 
ments  se  traduil  par  le  j)assage  du  mohde  par  li>  meniez  positions 
dans  les  intervalles  égaux  de  temps;  pai'  les  variations  périodiques  d<; 
1  intensité  du  parlum  d»,'s  Meurs  bou!>  1  inlluence  de  la  lumière  solaire; 
par  le  retour  périodicpn-  du  llux  et  rclliix  dans  des  plu-nomènes  de  la 
marée;  par  les  niouvenienls  rytlimiques  dans  rorganisme:  par  le 
retour  périodique  des  crises  eommereiales  cl  l'ionomirpies. 
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Les  |»:ii[iciiliiiil(''>  (le  I  iilliirc  collccl  i\  c  iiii\(|ii('ll('s  «loimc  uaiss.'ince 
la  Mniiilliiiicih'  (les  allure-,  imliv  iiiiiclirs  des  ('•If'iiK'iils  (lu  s\>létue, 
apparaissent  é<;alemeiil  sous  les  lonues  evlé'rieures  les  plus  disparales. 
Klles  peu\enl  se  traduire  sous  la  lornie  de  la  I  rajectoiic  d'un  point 
iiinliilc.  p,ir  le  l.iil  (pic  le  |iiiinl  lole  ci iiistaiii nient  >iir  une  siirlaee  ou 
Mil'  iiiH'  (diiii)c  (leleiiiuiicf  ;  piir  je  mou  \  eiiii'ut  eoniplexc  d  une  harre, 
il  une  eliaîne,  d  une  luu|iie  :  par  I  iiiia;^i'  (pu'  présente  la  j)i'opa|;ati(jn 
des  ondes  sur  la  surface  d  1111  lupiidi':  par  discrses  li^ui-es  optiques, 
parles  coiileuis  des  couelu'S  inincc^:  par  di\<  r^  pln-noiiifiies  d'inter- 
férences; par  1  iinai;(;  collective  de  ICtat  d  inu;  maladie,  d  un  «limât, 
de  létal  éc()in)inique,  politique,  linancier  d'un  pays,  etc. 

o2.  On  entrevoit,  par  ce  qui  précède,  la  possibilité  de  classer  des 
phénomènes  de  tous  ordres  :  mécaniques,  plivsiques,  pliysiol(jgiques. 
socioloi^iques,  etc..  dans  des  lypcs  coinniuns  de  mécanismes^  à  la 
condition  de  savoir  discerner  les  éléments  correspondants  jouant 
dans  les  phénomènes  res|)ectifs  considérés  les  rt'jles  assignés  dans  le 
type  présumé  de  mécanisme.  Va  il  importe  de  bien  remarquer  cpie 
tout  ceci  ne  prcsiipposc  nulleiiicnl  des  rli'nients  et  des  facteurs  de 
nature  exclusiKemenI  mécanifiiic  <>ii  /dtj\si//i/e.  Les  r(jles  seuls 
interviennent  dans  la  composition  d  un  mécanisme-type  et  dans  les 
conséquences  qui  s'ensuivent;  ces  rôles  peuvent  être  joués  aussibien 
par  des  facteurs  homologues  d'ordres  chimique,  physiologique,  psy- 
chologique, sociologicjue,  etc..  que  par  des  facteurs  mécaniques  ou 
physiques  proprement  dits.  De  même,  les  faits  que  la  composition 
d  un  mécanisme-type  déterminé  implique  et  impose  comme  consé- 
quences peuvent  se  traduire  extérieurement  aussi  bien  par  des  laits 
concrets  d'ordre  physiologique,  sociologique,  etc.,  que  par  des  parti- 
cularités de  mouvement  proprement  dit. 

Ainsi,  le  mécanisme  du  phénomène  de  l'excitabilité  oscillante  du 
cœur,  consistant  en  ce  fait  que  les  contractions  ou  les  dilatations  pro- 
voquées par  une  série  d'excitations  instantanées  successives  varient 
avec  le  temps  écoulé  depuis  l'excitation  antérieure,  et  cela  d'une 
manière  rythmicpie,  est  réductible  au  tv()e  de  mécanismes  sui\ant  : 
perturbations  provoquées  par  une  suite  discontinue  de  causes  in>lan- 
tanées  intermittentes,  égales  entre  elles  dans  un  phénomène  déjà  exis- 
tant qui,  dans  son  cours  naturel,  j)résente  une  allure  oscillante.  Le 
rôle  de  1  élément  caractéristique  est  joué  par  la  grandeur  d'excitabilit('- 
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inosuivt'  |>ai' lo  i;r;miltMii>  <lt'>  (•ontracli()H>  jtusiiivrs  on  nrj^alivcs  : 
celui  ilr^  i;ui><»'S  iiilcniiillfiilc-.  par  la  ><iMk'  d  o\(italioii>  mlrrinit- 
lenles.  Li's  tails  qiio  coinpdiic  comme  consetnienccs  un  ici  ivpe  ilr 
mécanisme  sont  en  plein  accord  avec  les  faits  d  oniic  |)li\  siol«ii;i(pie 
que  re\cle  1  (il)-«rr\aliiin  cl  1  cxitei  leiicc. 

Le  même  {\pc  de  mécanismes  se  ictrouNe  dans  le  plienomènc  élec- 
Irupie  formant  la  base  du  ••  procédé  des  sii;nau\  hiides  >.  de 
Sir  \\  .  Thomson  employé  dans  la  lélé<;raphie  sous-manne,  procédt' 
(|ui  consiste  à  envoyer  dans  le  câble  des  forces  électromolrices  instan- 
tanées intermittentes,  les  instants  d'envoi  étant  choisis  de  telle 
manière  (jue  le  svstéme  récepteur  samorlisse  le  plus  vite  possible  et 
se  rend  ainsi  capable  d  une  nouvelle  t  rausuiission. 

Le  même  type  de  mécanisme  réi;it  également  le  phénomène  dexci- 
tabilité  du  centre  nerveux  :  celui  des  oscillations  rétiniennes;  celui 
du  phénomène  électri(jue  (pii  se  passe  dans  le  procédé  couramment 
employé  pour  ramener  le  galvanomètre  le  plus  possible  au  zéro  et  l'y 
arrêter  par  une  suite  intermittente  de  conlacls.  11  est  probable  que  le 
même  Ivpe  de  mécanisme  régit  aussi  l'action  des  vaccins  sur  le  cours 
de  certaines  maladies  microbitunes,  (ui  l'etiicacllé  du  vacein  varierait, 
d'une  manière  qui  se  laisserait  pr(''\()ir,  avec  le  moment  où  la  \acci- 
nation  a  été  faite. 

Le  mécanisme  du  ]»li<nomène  de  la  marée  et  celui  des  lluctualions 
périodiques  du  parfum  dégagé  par  des  Heurs  au  cours  des  alternances 
du  jour  et  de  la  nuit,  seraient  également  dus  à  un  même  type  de 
mécanismes  qui  consisterait  en  changements  d'un  élément  sous  l'ac- 
tion d  un  assemblage  de  causes  périoilicpies  de  même  |)ériode.  Les 
«■léments  caracti'-ristiques  en  seraient  :  la  hauteur  du  niveau  de  la  mer 
à  1  endroit  considéré  et  l'intensité  du  parfum  :  le  rôle  de  cause  pt'-rio- 
diipii-  y  serait  figuré  par  les  composantes  des  forces  alliai  TiNes  du 
.Soleil  et  de  la  Lune  dans  le  phèiKiinèiie  de  la  marée,  et  par  l'action 
de  la  lumière  dans  l'émanation  du  parfum  des  Heurs  odoiantes  dans 
le  second  phénomène. 

Le  mécanisme  des  oxillalioiis  dis  phéiioiiièncs  èconomi([iu's.  pro- 
vo(piant  les  crises  commerciales  et  economi(|iies  pc-iiodupics,  se 
trouverait  expliqué'  par  un  mécanisme  rentranl  dan--  le  I  \  pe  Mii\ant  : 
action  de  deux  causes,  lune  im|iiiUi\c.  cniiiiiiciu  aiil  jiar  croiire  et 
subissant  ensuite  un  arrêt  de  croissan<e,  laiilre  dépressive  à  retard 
et  à  croissance  proportionnelle  à  celle  de  l'eHél  de  la  cause  impulsive 
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(•iirirs|)(>ii(l;iiil  ;i  une  citociiif  jmiIiticii  if  pcmliiiil  liKiiiclIc  colle  der- 
nièrc  cause  clail  en  ihil  ilf  <  r<»i>s;m(U'.  Le  mccani.sme  sorait  le  niènie 
(jiie  celui  par  l((|iirl  scxplicjuc  I  allure  oscillante  de  l'eflel  de  l'action 
jjlioloclunii<|iir  (je  |;i  liiniièic  MIT  l;i  couche  sensible.  Le  rôle  de  la 
cause  iiii[)iiUi\  c.  lom-  ilim<<  te  ilciriici'  iiicciiiiisiin'  |)rii'  la  tendance 
directe  de  la  luinicrc  a  niodilicr  le  >cl  d  ar-;;cnl  de  la  couche,  serait 
jou»'  dans  le  plu-nonn-ne  ccon<tini(|ne  jiar  Fcnscudd);  de  (acteurs  |>ous- 
>-anl  à  la  spéculation:  le  rôle  de  la  réaction  de  la  couche  |)i(idui-.aiit. 
avec  un  certain  retard,  un<'  uiodilication  inverse  de  celle-ci,  serait 
joué  dans  le  second  phénomène  par  le  lait  d'accumulation  des 
échéances  mettant  enjeu,  avec  un  certain  retard,  les  ol)lif;ations  (>ro- 
venant  des  opérations  à  terme. 

Le  mécanisme  auquel  Th.  llib(»l  ait  ri  hue  la  prf»duction  des  actes 
volontaires  se  laisse,  dans  ses  <;randes  lii^nes,  ramener  au  Ivpe  f;énéral 
suivant  :  un  a>seiid»la<ie  de  causes  impulsives  (tendances  motrices  des 
idées,  d'autant  |)lus  l"ol■le^-  que  rélémenl  afiectif  v  est  j)lus  fort)  et  un 
assendjlaj;e  de  causes  dépressives  (tendances  dépressives  et  réactives 
rattachées  à  certains  états  de  conscience,  par  exemple  à  des  senti- 
ments tendant  à  entraver,  à  aU'aiblir,  à  parai vser  l'action  des  tendances 
motrices  impulsives)  dont  racll(»ii  combinée  est  réi;lée  par  des  fac- 
teurs jouant  un  rôle  coordinatlf  et  s'eUectue  au  sein  d'un  assemblai^e 
de  circonstances  (caractère  général  d<'  l'individu  i  jouant  le  rôle  de 
terrain.  L'action  se  traduit  en  un  j»rocessus /^o/v^^rtHorsque  les  causes 
impulsives  et  dépressives  vai-ient  entre  le.  limites  déterir.inées,  lorsque 
le  rôle  coordinalif  se  tait  sentir  Ici  qu'il  drxrait  être  par  sa  définition 
même,  et  lorsque  le  terrain  exerce  son  rôle  de  façon  que  l'action 
d'une  ou  de  plusieurs  causes  ne  soit  pas  trop  favorisée  de  sorte  qu'elle 
dépasse  une  certaine  limite,  ni  rendue  insensible  ou  nulle,  l^orsque 
toutes  ces  conditions  ne  sont  pas  satisfaites  à  la  fois,  le  processus 
entre  dans  une  phase  patholo^iqiK^^  caractérisée  par  des  anomalies 
déterminées,  soit  de  causes  impulsives,  soit  de  causes  dépressi\es, 
soit  de  facteurs  à  rè)le  cooidinatil.  >oit  du  terrain,  l/anaivse  plus  pro- 
tonde des  nature:  et  de  la  répartition  de  ces  divers  rôles,  ainsi  que 
des  conséquences  que  comporte  leur  mise  enjeu,  fait  ressortir  les 
particularités  concrètes  du  phénomène  psychologique  dans  son  état 
normal  et  dans  ses  phases  pathologiques.  Le  phénomène  apparaît 
«■omme  lutte  de  facteurs  impulsifs  et  dépressifs  dont  les  circonstances, 
les  péripéties,  l'issue   et  l'épilogue  illustrent  d'une  manière  partailc 

PliTHOVITllII  9 


—   13il  — 

jiixiu  .iii\  iiiriui>  t.uls  |)-.\  clinlitiiKiiics  |)iir  lcv(jin'U  se  tiailnil  le  |>li(''- 
uo  nu- lie. 

Lac  t«iult;  dv  pareils  CM-Iiiplcs,  hkIkjucs  cl  liaih--  à  loml  dans  la 
théorie  de  M.  Pelrovilcli,  font  cnlirvoir  la  j>ossil)llih'  de  ciMiipiTiuliM' 
dans  des  types  généraux  de  nuManlsnics  un  ^laud  uoinluc  de  [tliéno- 
niénes  inaceessihles  aux  u  explitalicins  niéeani(|ues  >>  si  I  on  prend  le 
mot  X  niéeanu|ue  »  danslaceeplion  lilléraU'el  elroile  (pi  un  lui  donne 
irordinaire. 

Mais  le  domaine  des  apj)li('alions  des  méeanisnies-lypes  se  Iroiive 
considérablement  élargi  et  étendu  au  delà  du  domaine  de  la  Méea- 
nique  ordinaire  par  les  fjiits  suivants  : 

1°  En  premier  lieu  par  le  fait  que,  lorsqu'il  ne  s'agit  que  des  |)arli- 
cularités  r/ualitafne.s\,  les  moyens  d'invesligalion  simples  sont,  dans 
la  plupart  des  cas,  plus  efficaces  que  les  instrumenls  |)re(is  d'investi- 
gations quantilati\es  et  permettent  souvent  de  pénétrer  là  où  ces 
derniers,  à  cause  de  leur  linesse  même,  de  leur  pn-eision  el  des  con- 
ditions qu'ils  exigent,  restent  innefficaces.  On  parvient  ainsi  à  recon- 
naître :  la  croissance  ou  la  di-croissance  progressive  des  ('■[('•ments 
caractéristiques  l'existence  de  maxima  et  de  minima;  le  caractère 
oscillant,  périodique,  discontinu;  l'existence  de  rt'-gimes  asjmpto- 
tiques.  etc.  L*inler|)r('lation  concrète  de  tels  faits  fera  connaître,  dans 
un  grand  nond)re  de  cas,  ce  qu'il  im|»orle  le  |»lus  de  connaître  dans  un 
phénomène  considère'' . 

2"  En  second  Ik'ii.  j)ar  le  iail  cpi  en  alliiltuani  des  t  \  pes  d(Mè»los 
collectifs  à  des  ensembles  non  analysables  de  facteurs,  on  peut 
arriver  à  saisir  des  mècanismes-tvpes  complexes  sans  tpi  il  soi!  indis- 
j)ensable  de  décomposer  la  collectiN  ilé-  eu  (''lèments  (pu  la  composent 
et  de  connaître  le  rède  indi\idiiel  de  (liaciin  des  composants. 
L(jrsque,  a\ec  les  progrès  des  connaissances,  la  cidiectivile  de- 
viendra  analysable,  de  sorte  que  le  r(Mc  fpii  lui  a  ete  primitivement  el 
prf)\  isoirement  assigne-  se  laissera  decomitoscr  en  un  compli'xe  de 
rejles  ])artiels  déterminée,  rattiichés  à  des  composantes  de  la  colle(;li- 
vit('',  cela  n'inlirmera  pas  le  type  de  nu-canisme  primitif,  mais  \iendia 
seulement  le  compléter  et  amener  l'explication  de  dclails  (pi  il  ne 
j)ou\ait  pas  fournir,  l  ne  telle  manière  de  si  in|ilili('r  consiste  donc, 
en  somme,  à  proc('"(ler />«/'  itppro.iiniiilioiis  siicccssi\  rs,  uneap|)roxi- 
niation    plus     grancJe    n'infirmant    pas    l'ajqii'oximation     prèci-dente 
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|>liis  Mi^iir,  iiiiiis  l;i  i'('ii(l;iiil  |)lii>  ni'cciM-  cl  •>  iiccoiiliiiit  iiiii^i  ii\ri'  la 
maiclii'  i^ciu'-iiilc  (Icv  ((iMiiaissaiiccs  sCflicI  iiaiil  cllr-im-iiif;  aiis-.i  |iai' 
clapc'N  MiccessiN  es. 

')"  l'ai  I  roisirinc  lifu.  pai-  le  la  il  (|iir  dans  la  collcrl  i\  ilc.  mal  ((Himic, 
(1  (•jcinriiis  taijs.  lacli'iiis  an  ci  iiicuiii's  (Ic-imicI-  c- I  d  i"i  le  i  ilniinnii'iir, 
(111  |)iiisse  >.()U\(.'iil  eu  (li'.cciiKT  (jii(if[ii<'>-iins  parmi  !•■>  jiliis  iiii|)(ir- 
laiils,  j)r(''dominanl>,  ctniv  (|iii  dunuciil  Ir  Ivpe  au  |ili(ii()iiiciir  au 
|iiiiul  de  vue  <'nvisagé,  cl  |»ai-  le  concnnis  dcs(juels  >."ex|jli(jue  du 
iiioiiis  ce  ([Ml  est  essenliel  diiiis  cclui-ci. 

L  iin|iic>si()ii  nui  se  dci;a|;e  de  cel  c\|i()m'  Mtiuinaiic  des  idées  de 
-M.  Peli'ovilcli  est  que,  si  la  Mécanique  iinwt'vseUe  esl  un  rc\e.  un 
idc'al  à  jamais  inacccssdjh;,  un  point  asymptolirpie  de  la  marc  lie  de> 
einnaissances  humaines  dans  la  direelion  diupicl  les  clloris  scidnl 
coiisiaiiimcnl  diiii;('s  sans  pimais  ratLcindrc.  \\  ii  en  est  pas  il  une 
Plicnoinénoloi^it'  (lualildlive  au  sens  des  eonsidcralions  pr('eédente>. 
II  ne  sei-ait  peul-cti'c  pas  j)r(''maturé  et  léméraire  d  \  penser  dès  à  pn';- 
sent  comme  à  une  première  (Hapc  picmathcmatujue  \ers  ridèal 
scicnliliipie  (  '  ). 

(')  Les  idées  exposées  dans  ce  qui  précède  sont  analysées  et  eommenli'rs  dans  les 
périodiques,  ouvrages  et  articles  suivants  : 

Revue  des  questions  scientifiques,  I.ouvain.  numéro  du  ->o  janvier  igo-  (M.  Mau- 
rice d't^CAGNK  ). 
Bivistn  di  srienza,  Bologna,  n"  3,  1907  (M.  Pierre  Boltroux  ). 
Revue  srienlifique^  Paris,  numéro  du  3o  juin  igotj  (M.  ("■.  Saiinac), 
Cosmos,  Paris,  numéro  du  10  novembre  i()oH. 
Délo,  Belgrade,  19 12  (K.  Stoyanovitch  ). 
Srpski  Knjizevni  glasnik,  Belgrade,  numéro  du    i"  mars  i9c>  (M.   M.   Mii.anko- 

VITCII  ). 

(..-II.  NiKWKXca.owsKi,  Les  niathénia/i'/ues  et  la  médecine  (Paris,  il.   l'csforges, 
njOi). 
Eresme  de  Mkykwski,  La  Science  de  civilisation  (Paris,   !•".  Alcan,  i'  édition). 
W.  .MAinaïAi,,  La  Mécanique  des  phénomènes  fondée  sur  les  analogies. 
Revue  positiviste  internationale,  l'aris,  numéro  du  i'' septembre  1931  (M.  Marcel 

r>t)i.L). 


SIXIKME   PAHTIi:. 

UKciii-uciiiis  i)i\  i:iisi:s, 


Nombres  premiers. 

*    \..l:-.    11-    77,     \i'.l 

O-i.  M  l'clrovitcli  iiidifjue  iint-  manière  (\r  lonncr  do  classas 
rlendiK'.s  de  cniirbes  planes  C  reneonlrant  une  dioile  li\c  aux  points 
dont  les  distances  a  un  pninl  li^e  Iminenl  la  siiitf  indt' fi  nie,  des 
nombres  pi  ciuiers.  11  sli;nale  à  ce  propos  une  (|iieslion  d'Analvse, 
laquelle,  résolue  dans  le  sens  aKii'niaiil.  ne  M'iail  j)as  dénu(''e  d  un 
intérêt  arithmétique  : 

Il  existe  des  fonctions  telle-  (pi  (■ll(--im~incs  et  leiii>  d(''n\é'es 
secondes  soient  réelles,  finies  et  continues  pour  les  valeurs  |)ositives 
de  X,  avant  la  suite  indéfinie  de  nombres  entiers  jîositils  eomnu' 
zéros  simples^  sans  s'annuler  pouraueune  autre  valeur  positive  de  .r. 
Telle  serait,  par  exemple,  la  ionelion  élémentaire  sin-.r. 

Peut-on  construire  une  fonction  *l^{x)  telle  qu'elie-nK'ine  et  >a 
dérivée  seconde  soient  réelles,  finies  et  continues  pour  les  valeurs 
positives  de  x  ci  qu'elles  aient  la  suite  indt-finie  des  nombres  jnc- 
miers  positifs  comme  z(''ros  simples,  sans  sannuler  |)our  aueuin' 
autre  valeur  positive  de  ./? 

Lue  paredl('  f(tn(lu)n  <l»  élanl  su|t|)osee  con>tniitr.  rexpres-inii 

(  -n)  —   — — -  =  r  (  X  ) 

serait  réelle,  finie,  continue  et  diflérente  de  zéro  |)0ur  toute  valeur 
positive  de  .r  :  de  plus,  elle  serait  nécessairement  ncgali^c  pour  x 
variant  de  o  à  y:.  La  eourhe  r  =  <I>(.r)  aurait  pour  .r  positif  une 
allure    sinusoïdale,    tournanl    eon-lamment    sa    eonca\iti'    xcr^    lave 


—   VM  — 

des  J*  ol  coupant  ccl  axe  (sans  jamais  le  loiicliei*  i  aux  pomis  dniil  les 

al)scis>cs   seraient    (le>    nombres    premiers;    e'csl    en    ecs  points   (pic 

ronloiinéc  de  la  coiiihe  et  sa  conca\ilc  cliaiiL;(  raiciil   a   la  Im^  de  sens 

cl  ce  seraienl  K^  >,(mU  points  dinllcMon  de  la  conriie. 

La  connaissant  r  d  une  limite  iniciienie  —  M   cl  d  imc  liiiiilr  supt'-- 

rienre   — N    de   la   roiution   )'(./■>.  pour  .r  vaiiani  dans  mi  iiitii\allc 

posild    donne    itt.    h),    conilniiail   à  deux   limites   entre   lesfjiielles 

serai/  eoinpris   le    nombre   de    nombres  premiers  enntenns   Jans 

r intervdib'  ui.   bi  :   ce  nombre  serait    compris   entre    les   deux 

ra/eiirs 

(  A  —  m  v'^             (/>  —  a)s/M 
^-^ —      ot — H  V.. 

Les  rèj;les  de  ^L  Petro\il(di,  exposées  dans  la  <piatiième  Partie  t\r 
ce  Livre  et  relatives  aux  intégrales  oscillanles  des  étpialions  dilléren- 
tielles.  permettraient  de  resserrer  iiolahlemenl  ces  limiles. 


iîi.  Le  dévelopjtement  classKpie  exprime  les  nomliies  e  sons  la 
tonne  de  la  somme  de  fractions  rationnelles  avant  pour  numéra- 
teur l'unité.  Il  est.  d'ailleurs,  possible,  et  cela  d'une  infinité  de 
manièi'cs,  d  exprimer  ce  nombre  sous  la  forme  <le  la  somme  de 
fractions  rationnelles  irréductibles  avant  comme  niiineralenrs  des 
entiers  autres  (pie  i . 

^L  Petro\il(di  lait  remarcpier  (pi//  est  possible  d' et piimer  e 
sons  la  f(>in\e  de  la  somme  de  fractions  ration  nelles  iiredutt  ibh's 
ayant  pour  numérateurs  In  suite  naturelle  de  nombres  piemiers 
inipctirs  :  ce  nombre  s'exprime  sous  la  forme 


on  /„.    'j„.  />„   sdiii   des  nombres  entiers  l(ds  (pie  la  liaclion  ^  étant 

ramenée  à  sa  f(M-me  irréductible.  p„  soit  le  n" ""'  terme  de  la  suite 

naturelle  des  nombres  premiers  .'),  5,  -.  ii.   i  > 

Au  point  de  vue  de  cette  propriété  aril  lime! i(pie.  le  nombre  e 
n'est  ipriin  cas  paiiicnlier  d  nue  classe  plus  ^('•nérale  de  nombres 
jouissant  de  l.i  iiK'me  propriété.  Soient  //^,.  /// ,  m-, des  nombres 
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cntici-s  qiicIciiiKjiics  cl   ciiiisnlcioiis  la  fonctirm  rntirrc  de   i 

..,  ^     _  _i ^        3-        ^       X'- 

'  niy^         I  !  //<!  1        ■>.  !  ni-i  1 

[.{'  nomhic 

1^1  ^  /(i)-f-/''i) 
•>, 

SI'  ItTissc  cxprliiuM-  sons  la  lorinc  de  la  somme  de  iVuetions  rallonnelles 

irrédiicliMes  n'ayant  pour  niiniéralei/rs  ijim  les  nombres  premiers. 

Elant  donn«'e  nue  foaelion  'i(X)  développai)!*'  poiii"  |  j^- 1  ^  i  eu  série 

de  la  lorme 

1  X  x"- 

co(.r)  = 1 1 1-.  . ., 

'  /»(,         nix         ni-i 

M.     Pell'ovileli     loinie    des    uoud)res    M   exprimes    par   nue    luléurale 

d(''lini(    pdilani  sur  des  coinltiuaisons  Min|)li's  de  -^(x  ). 


Coordonnées  semi-curvilignes. 

(  .Mémoire  n"  \!(i.) 

5o.  M.  i'ctrnvileli  a  iulr( dnil  en  Géométrie  analvlnpir  ICmploi 
d'un  svsLème  particulier  de  coordonnées  (pii  se  j)réseute  d'une 
manière  naturelle  dans  certaines  classes  de  problèmes  et  qu'on  peut 
utilement  employer  soit  j)onr  y  simplifier  les  démonstrations,  soit 
pour  démoulrer  des  théorèmes  nouveaux. 

Soit  A  rorli;ine  des  arcs  dune  courbe  plane  fixe  (^;  un  point  arbi- 
traire IM  dn  plan  de  la  courbe  est  parfaitement  déterminé  par  les 
^l'andenrs  el  les  sif;ues  de  deux  ((lordnnnees  .ç  et  n  délinies  de  la 
manière  sui\anle  :  dn  jioinl  M  on  abaissera  la  per|)endieulaire  M  H 
sur  la  courbe  (1;  lare  Al>  sur  cette  courbe  sera  désigné  j)ar  i',  et  la 
l(nii;neur  MB  de  la  piMpendieulaire  >eia  designée  par  //. 

Les  longueurs  s  et  n  constituent  un  système  |)articulier  de  coor- 
données semi-ciirK'ilignes.  On  considérera  s  comme  positif  d'un 
certain  côté  de  l'origine  des  arcs  A  et  comme  négatif  de  l'autre  côté. 
iNini-  lixer  le  signe  de  // .  on  imaginera  un  observateur  placé  le  long 
de  la  courbe  C  dans  la  dirccliou  des  s  positifs,  la  face  tournée  vers  le 
plan  de  la  ligure  :  les  n  seront  |)osilifs.  par  exemple,  à  sa  droite  et 
négatifs  à  sa  gauche.  La  courbe  (1  est  Vaxe  cur\ili^ne  du  système; 
le  |)Oint    V  >eia  I  (Uii^ine. 


Liif  ciiiiilir  .11  liiliaii'r  (1  ilaiis  le  |>liii\  ilc  (.  c^l  |tailiiilcinciil 
«lOlermliiic  par  la  rclaliim  /i  \.  /?  i  <>  ijiii  lui  ((ni  rsjioiid.  La 
tuiirix'  /  (  \.  n  )  it.  (iiiaïul  «m  v  (•iiii>iili  if  s  cl  //  ((nniiK'  cnoiddiuicrs 
4  •arU>ienncs,  osl  dite  Vinidgc  de  Ui  couil»'  C  />(//■  rapport  à  V  axe 
ctir^ilii^ne  (1.  A  un  ohscrviileur  (|iii  ^f  «K'-placciait  le  loiii:  do  l'axe 
curvili^iie.  san>  Icnir  <(tniple  de  la  ((Piirlniic  de  lave,  la  coiiihc  (/ 
apj)araîlrait  a\iiir  la  toriiie  de  son  iiiiai;e  par  rap|)oii  à  cet  axe. 

Limace,  par  e\eiii|)le,  de  la  développée  de  la  cveloïde  par  rappnri 
à  la  cveloïde  elle-mèiue.  esr  un  eercle;  riniage  d'une  épievcloïdc  «-i 
une  ellipse  el  1  iini>i;e  d  un  cercle  par  rap|)(Ul  à  >a  di'vcidppanlc  r>| 
une  parabole.  L"iinai:e  de  la  dévelo|)pée  dune  courhe  aliichricpie  el 
unicursale  à  arc  rationnel  en  coordonnées  cartésiennes  est  égaleinenl 
une  courbe  aliiébri(|ue  uiiiciir>ale. 

Pour  que  l'image  d' une  coiirhc  ali^ébiiqur.  par  i  apport  à  un 
are  curviligne  algébrique  C,  soit  elle-inriue  une  courbe  algè- 
hrique.  il  faut  el  il  suffit  que  la  courbe  C  soit  la  développée  d'une 
courbe  algébrique.  C/esl  ainsi  ipie  si  l'axe  curviligne  est  une  section 
eonique,  rinuii;e  de  tonte  courl)e  ali;ébrique  est  wne  courbe  transcen- 
ilante.  SI  cet  axe  est  une  cubi([ue  uni(Mirsale.  pour  i\\\o  riniai;e  d'iine 
<ourbe  algébricnie  soit  aus>i  une  courbe  al;iébri<pie,  \\  iaiil  et  il  ^uHil 
<iue  la  courbe  soit  :  ou  bien  la  caiistiqu(^-podaire  de  la  parabole  du 
second  dej^ré,  ou  bien  la  déveloj)pée  de  cette  parabole. 

Les  coordonnées  de  M.  Petrovilcli  interviennent  nlilenienl  dans  nn 
j;rand  nombre  de  j>roblènu^s.  Dans  l'étude,  |)ar  excMuple.  de  la  symé- 
trie courbe  elles  sont  les  %éritables  coordonné'cs  namielles.  ainsi  (pie 
<lans  létude  des  roulettes  et  des  conrbes  tracées  sur  les  surfaces  déve- 
lo|)pal)li-^.  M.  Petro\itcli  en  donne  divers  exeiuj>les  en  ilelenninanl . 
à  laide  de  ces  coordonnées,  les  i^éodésicpies  des  siirlaco  de\tdi)p- 
pables,  leurs  cei'cles  i;éodésiqiies  el  leurs  eonicpies  i;i''od(''>ique>.  IJIes 
lournissent  également  un  moyen  siin|de  |iour  deleiimner  lonles  lo 
courbes  gauches  dont  les  tangcnio  rorimnl  une  Mirlaee  d(''\  eloppable 
à  cône  directeur  de  révolution.  l(uile->  les  eourbo  candies  al  :;(  ■bru  pi  es 
«le  celte  espèce,  etc.  (  '  ). 


'  '  )  M.  G.  DE  L<i.>ci:iiAMi's  (  Les  courijes  imai^es  et  les  court/es  symétriques)  :i  Uailc 
«li\ers  prolilèmes  de  Géomélrie  à  l'aide  des  <  oordoniiées  cl  «les  proposilions  do 
M.  l'clrovilch  i  Xoinelles  Annales  de  Mathématiques,  I.  XVIII,  i^ij^,  p.  S^j  ). — 
Voir  aussi  Gioo  Luria,  Specielle  algebr(iis< Iw  iiiitl  transcendante  ehene  Kun'en, 
p.  6o-. 
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Propriétés  des  équations  de  la  Dynamique. 
(  Mrmoiic  II"  IJ.) 

riC.  Le  proMriue  i;(''ii(''i-al  du  niouvcnicul  (l'iiii  |H»int  inoljllc  des 
tiMirdoniu'i'S  ç.  y,,  t.  snuiiii>  à  des  forcer  di'|irnd;inl  al^t'hiiqncmcnt 
dt'  la  |n)~'iliiin  <lii  [Hpiiil,  i\y  \,\  \ilc--^f  cl  puiiNjuit  \;irifr  rxpliciK'iiK'nl 
avec  le  lriii|)s,  >c  raiiunc,  rn  |ii>*anl 

;=   —  »  I.  ■ —  —  )  w  —  — » 

X  y  - 

â  rial«'i;raliou  de  Iruis  éqwalions  Muudtaaécs  dr  la  lunuc 

2/^o-'.r"-"-(-^)   (ij    (^j  (-^)  =o, 

i:n         ,   X  .,,o-'..r'"..".(;^)     (^)     (;^j     (^j    =o, 

1    /=  I 

lesy,,  C5,-,  '!// étant  ilos  fonclimi^  doiimo  de  /  cl  les  exposants 

^   /,.      rn,.     n,.      '/,.      [i,.      >/.     /./. 
(72)  J  /;.     /»;.     ";•     >/■      :^;.     "'/•     ^n 

'  /y.    //»;.    «}.    À}.    '/,;    V-,   ii"i 

étant  des  entiers  positil^  mi  iiuK. 

A  l'aide  d'exposants  172),  M.  Petroviteli  forme  certains  nombres 
commensurahies  .M,  dont  il  montre  les  curieux  rapports  avec  certaines 
particularités  importantes  des  int('i;rales  du  système  (711  el  du  mou- 
vement du  |)(iinl  mohdc. 

Soil  t  -=  t,  le  temps  emjilovi'-  par  le  nioliile  pour  allerde  la  position 
initiale  à  l'orij^inc  des  coordonnées;  cette  valeur  dé|)end  ^généralement 
des  conditions  initiales  el  varie  avec  celles-ci,  saul  les  cas  remar- 
<[uables  du  laulochronismc  <lu  mouvement  par  rapport  à  l'oii^ine. 
Or,  lorsque  certains  des  nombres  AI,  sont  n<''^rttijs^  nuls  ou  bien  se 

présenlenl  sous  la  forme  -  |noiis  dirons,  dans  ce  cas.  ipicA'.s  condi- 


-    I3S  - 

/io/is    ((.I  so/il   it'nipliis\,   I  une  mi    laulii'   do  iniiil  il  i(iii>  miiniiiiIcs 
osl  ocitaiiieiiK-nl  remplir  : 

i"  ( hi  /'/('/>  l((  rah-itr  I  /,  est  une  sii} l; iilidilr  I naisfciuldnlf 
des  ;,  r,.  ^  rai  tant  avec  A  .v  données  initiales: 

?."  Ou  bien  le  momenient  est  laulochrone  par  rapport  à  l'ori- 
i,>ine  des  coordonnées,  en  ce  sens  (jiie  le  U'in|)s  employé  par  le 
in(>l)ile  pour  aller  d'un  point  (pieleoiupie  à  Inriiiiiie,  ne  \arie  pas 
avec  les  données  initiales. 

Il  s'ensuit,  par  exemple,  la  eonsétjueni;e  suivante  : 
Toutes  les  lois  cpie  les  équations  de  mouvement  {-\}  rempli>senl 
les  conditions  (C)  et  qu'elles  s'intèj^rent  par  des  fonctions  uniformes 
du  temps  sans  points  essentiels  mohiles,  ou  par  des  fonctions  algé- 
briques du  temps,  ou  par  des  combinaisons  algébriques  de  fonc- 
tions uniformes  sans  points  essentiels  mohiles,  le  mouvement  est 
taulochrone  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées. 

l)"autre^  j)i(ipositions  de  AI.  lN;trovilcli  concernent  le  cas  où  cer- 
tains  nomlues  eommensnrahles  M/  sont,  en  valeui"  absolue,  />///.v 
grands  tju'un  rerlain   entier  fixe   on  bien  se  présentent  sons  la 

forme  -•  Dans  ce  cas  : 

() 

i"  Ou  l)icn  t-^l^  est  une  singularité  transcendante  des  :,  T|,  'C 
\aiiant  avec  les  données  initiales: 

■y."  Ou  bien  on  peut  lixer  deux  inslants/  ei  /  tel>  (\\\' nn  ne  pourra 
pas  avoir  t''^tf  £  /'  que  si  le  mouve/ne/it  est  tantocliro/ie  par  rap- 
port à  l'origine. 

M.  I'rini\ii(li  ('lahlii  ('•ualeiiicni .  cl  |)ar  les  mêmes  considérations, 
<l  autres  |)roj)(>Mlion>  relaliNcs  ini  nombre  de  passaj;es  du  point 
mobile  jjar  l'oriiiine  pendanl  iiii  mtervalb;  détci'miné  de  temps,  ainsi 
(ui  à  resj>ace  île  lcin|)>  (pic  nul  le  hkiIiiIi'  pour  arriver  de  la  |>(iMtiiin 
iiiilialr  a  uni'  |io>iIihii  li\c  cimMileree. 


Action  le  long  de  diverses  trajectoires. 

(   Null!     Il        lltô.» 

*)7.    (  ^iiisidéroiis  le  muiiNcmi'iil  d  un  sv>tènic  linloiiome  a  /.   degrés 
de  libi'ili'.  à  liaiMiii^    iiidi  |H'iMlaii  les  <lii  temps,  soiis   |  iicliuii  de  forces 
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(l(''i-iv;ml  (111110  ritiuiinii  de   rurccs    \J  cl    >^()il.  inrr   les   pariuiirtrcs   a^. 
Yj i//i  tonnanl  un  svsU'inc  de  conKloiiiifo  ()illi(i<;oniiles 


=   /  /L|  </7;-^-...-i-  1./.  «Vr/î, 


rcvniession  de  Vaclion  le  Inni;  d  iiiic  I  i;i|c<l()irc  iirl)ilriiii'(,'  |i;i.>5>;iii  I 
|)ar  deux  positions  domu'-cs  l*„  «M  I',  du  s\  siciiir.  les  L/  cliiiil  toiulioiis 

des  (j ,  r//;  cl  {\v  la  conslaiilc  des  forces  vi\cs  A,  dclcrniinc'es  jtar 

les  liaisons  cl  la  lornic  de  la  ronchon  de  forces  U. 

M.  Peirovili  11  cnonce  plusiciiis  |)io|)(»sil  loii^  |ir(''cisanl  <lcs  liniiles 
supérieures  el  inférieures  de  la  valeur  de  l'action  le  long  de  diverses 
Irajectoires  passant  par  les  positions  données  I*o  et  P|,  el  permettant 
de  comparer  enlre  elles  les  valeurs  de  l'action  le  lon<;  de  ces  trajec- 
toires. Ceci  suppose  les  deux  positions  l*„el  I',  suflisamment  rappro- 
chées l'une  de  l'autre  pttur  (|ue  le  loni;  de  l'arc  5=  l'o'*  àe  la  trajec- 
toire aucune  des  diUV-icnlielles  y  V^idqi  ne  change  de  si^nc;  ceci 
revient  à  suj)poser  (pic  laclioii  le  lourde  .v  |)résente  une  allai  c  irtva- 
riable,  l'invariabilité  consislaiil  diiiis  (cllc  du  sens  de  croissance  des 
éléments  y/L/  c/</,. 

En  comparanl.  par  exemple,  cnlic  elles  les  actions  présentant  ii/it' 
même  allure  Icloii'j;  de  deux  Irajecloires  arbitraires  (  mêmes  signes 
des  y/L/c/<7,),  il  arrive  au  résultat  suivant  :  Ldclion  le  long  de 
l\irc  .<r=l*„P,  de  la  trajectoire  naturelle  ne  peut  jamais  être 
plus  de  [J-  fois  plus  petite  que  elle  le  l<>ng  de  l'arc  s  =  P„j*  d'une 
trajectoire  arbitraire  de  l'espèce  considérée,  u  étant  un  nombre 
qu'on  saura  tou  jours  C((lculer. 

En  appliquant  le  j)rocédé  au  iiioii\  cmciit  d  un  |)()iiil  matt-ricl  libre 
sous  l'action  de  forces  dérivant  d'une  (onction  de  forces  U,  le  svstèmc 
de  coordonnées  étant  reetiligne  el  orlliogonal,  ÎM.  Pelrovitch  établit  le 
résultai  suivant  : 

Si  Ton  désigne  jiar  H  la  somme  ilc  \alciirs  absolues  des  accroisse- 
ments finis  des  coordonm-es  quand  on  passe  de  la  |)osition  P„  à  la 
position  1',  du  point  mobile,  et  par  A  el  B  la  plus  grande  et  la  plus 
pelitr  \aicur  (\t'  la  fonction  [  -^  A  ( //  étant  la  conslante  des  forces 
vives)  le  long  de  l'arc  s.  l'action  le  long  de  s  a  pour  valeur  ), II. 
ail  \  est  un  facteur  dont  la  valeur  est  toujours  comprise  entre 


/ 


—  et  V' aA. 


1^0  — 


Principe  de  minimum  dans  les  phénomènes  électrodynamiques 
et  électromagnétiques. 

(  Niite  II  '  7(1. 1 
,')(S.     (  )ll     |M'ut     l"c>(i||(l!"('    lolll     |ilnlil(iiic    (le    |;i    I  )  \  lia  111 1(  I  lir  rii  c  lici'- 

«liant  les  valeurs  des  accélérulions  rendani  à  cliuque  initaal  miniinum 
ime  ("erlaiiie  ftinetion  R  du   second   dci;ré   par  ra|)|)orl    à   celles-ci  el 
(lunt  M.  I'.  A|»|tell  a  indique  la  loi  de  torniatioii. 
(.elle  Idiu'lion  est  de  la  iorme 

lui  S  e>t  1  énergu;  daceéléralimis,  ne  d(''|)endanl  (jiie   du  s\s|ènie  <//,. 
les  lacleurs  Q,  dépendant  des  forces  up|)liquées. 

Dans  le  mouvement  naturel,  les  accélérations  f/l  seul  à  elKuiue 
instant  celles  qui  rendent  R  minimum  à  cet  instant  ;  celle  proj)riél(' 
(■(induit  direclemenl  aux  <'Mjuatlon>  de  M.  1*.    Vppcll 

<)S  _  ^^    _ 

Ces  conditions  s'étendent  aux  phénomènes  phv>iques  et  M.  l'elro- 
vilch  indique  les  expressions  jouant  le  r(Me  de  S.  ().  1»,  q  dans  le> 
divers  phénomènes  électriques,  et  en  pailiculier  dans  des  plieno- 
ménes  électrodynamiques  el  •'•Icctiomagnéliques.  il  remaivpie  (jue  les 
équations  fjénérales  de  Maxwell,  mises  convenablement  sous  la  iorme 
des  équations  de  \| .  Appell.  permettent  d'«''noncer  un  principe 
^t-ni-ral  dt;  miniiiiiim  régissant  les  pln-nomènes  électriques.  A  Imil 
|tli(hioméne  correspond  un  enseiuMe  (^S,  (^)a,  li,  f//,  i  tel  (pi'aii  cour.s 
n.ilurel  du  pliénoménc  les  cj,_  sont  à  chaque  instant  celles  rendant 
iiiiniiiiiiiii  la  \aleur  de  R  à  cet  instant. 


Décharge  des  condensateurs. 

\lc  Mioircs  cl  Noies  ri"  •2;'.  30,  .'!'.).; 

.)î).  iJaiis  la  lli('"orie  classupie  de  la  d(''cliaii:e  des  ci  iiideiisaleii  is,  on 
suppose  (pic  la  cajiacilc  (  !.  la  r('sislancc  1»  d  le  (  ii(rii(  iciil  L  de  s,||'- 
indiietion  restent   iii\  ailahlcs   au   coins    du    pliciiniiicne.  Le  caractcic 


—  lil  — 

lie  Li  (Iccliai'ur  (l<'|>(.'liil  «ssenllflIfliirMl  (lil  si^^in-  (If  lil  qiliilllllc 

'"^'  tïï:    tt^' 

et  lu  (l(''(liiiii;o  seni  cnniiiitK!  dii  osci  lia  nie ,  miinjidI  (|iic  ((llf  ([ii;iiilil«- 
L'sl  nci:itli\('  (tu  |>(isiiivc:  lii  lr('(jiiciice  (i"()s(lll;ili(iii>  cl»''|)cnd  de  l;i 
valeur  même  de  cdtc  quaulité. 

.M.  l'elroN  ilcli  Iraihj  !<•  cas  ^éiK-ral  où  la  caiiaciU".  la  i('-sislance  cl 
le  coefficient  de  >el(-in(lueli(tii  raricnl  (ncr  Ir  lcmf)S  dune  maiiiere 
ronlinue.  d'ailleurs  (juelconquc,  pendant  la  dc^-char^e.  11  élaMil  une 
lliéoric  conipléle  du  j)licnoniènc  en  utilisant  certaines  proposition^ 
i;éncralcs  sur  le*»  équations  diflérentielles  linéaires  du  second  ordre, 
à  coefficients  variables,  s'appliquant  hien  au  prohlème.  La  niétlKule 
employée  n"exii;e  pas  Tintéiiration  de  l'équation  du  prohléine,  d'ail- 
leurs impossible  dans  la  plupart  des  cas.  Il  se  rend  com|)tc  des  parli- 
eularilis  du  pli('-noméne  |»ar  la  seule  (•onsi(l(''iation  d  une  tonetion  du 
temps  ([uil  aj)j)elle  fonciinn  caractrrislirjtic  du  pliénoméne,  avant 
pour  l'expression 

I  i    d  (W        d  .      ,  \        1  /R        d  '- 

se  réduisant,  dau>  le  cas  de  C,  R.  L  invariablo.  à  la  constante  (  7Ô  )• 
La  fonction  toi/)  jouit  de  celte  propriété  fondamentale  que  le 
ri(i(jcl(''i-e  de  la  décharge  dans  un  intervalle  donné  du  lenijis 
de  t  ^=  t i  à  t=^  li  dépend  essenlitdletnrnt  du  signe  de  toi  /  1  dans 
cet  i/itenalle.  A  savoir  : 

1"  han^  tout  inter\alle  de  temps  dan-»  lequel  la  lunction  caracté- 
ristique est  constamment  négative,  la  charge  du  condensateur  ne 
peut  elianger  de  sens  plus  d'une  fois;  avant  et  après  ce  changement, 
la  décharge  est  continue  : 

2"  Dans  tout  inter\alle  de  teiiij)-.  dans  Icipiel  ectle  tonelion  est 
jHtsiii\e,  la  décharge  est  oscillante. 

Dans  ce  dernier  cas.  en  désignant  par  M  et  -N  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  \alcur  que  prend  la  fonction  caractéristique  daii^  l  inter- 
\alle  i/|,r.  )  du  temps,  la  chargée  électrique  du  condensateur 
changera  de  si  ^  ne.  dmx  ri;i  intervalle,  au  moins  an  ta  ni  île  fois 
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(ju  il  y  (i  d  unités  entières  ilans  A-  nombre 


et   (Ui   filits  iiulant  de  fois  qu'il  \  d    d'unités   entières    dans   le 
nombre 

— ' ~ — •"  ■■*-• 

SI.  en  outre,  la  fonction  oaiaclrrislicjue  <'st  constaiiiiiunl  déerois- 
sante  lor>(jue  /varie  de  /,  à  t-,.  lintcrvalli-  de  l('m|)>  entre  deux  clian- 
i^ements  consécutifs  de  signe  de  la  décliariic  tle\ient  de  plus  en  plus 

grande  tout  en  restant  inférieur  et  -^  •  Si  cette  fonction  e>l  cons- 

lainment   croissante   dans   rinter\alle  (/|,  /o  >•  1  intervalle  de  tenlJ)^ 
entre   deux  changements   de  signe  dei'ient  de  plus  en  plus  petit . 

tout  en  restant  supérieur  et  -^• 

V  M 
|jn>tiiie.  /  \aiianL    de    /,  à    x.  la    loncliou    eara(teristi(|ue  di'-croîl. 
tout  en  restant  positive,   et    tend  a>\  iii|iloli(|ueinent  \er>  une  limite  c 
dillérente  de  zéro,  la  décharge  présentera  une  infinité  d'oscilla- 
tions ;  la  durée  d' une  demi-oscillation  deviendra  déplus  en  plus 

grande,  mais  ne  surpassera  jamais  la  valeur  -^et  tendra  asymp- 

loliquenient  vers  cette  limite. 

l'ar  contre,  lorsque,  t  variant  de  /,  à  a;,  la  fonelion  caractéristique 
croît  et  tend  asymptoliquement  vers  une  limite  lime  o.  la  durée 
d  une  demi-oscillation  deviendra  sensiblement  constante  au  cours 

du  temps  en  tendant  vers  la  limite  ^• 

\  ? 

Les  Oscillations,  comme  dans  le  ca>  de  la  dé(diarge  ordinaire,  sentiil 
de  plus  en  plus  amorties  et  le  j)hénomène  cessera  d  être  sensihle  au 
lioul  d  un  certain  lem|i>  plus  ou  moins  long. 

Ceci  permet  de  représenter  les  variations  de  la  (  liaige  jiar  une 
courhe.  (^elle-ci  oscille  au-dessus  et  au-desSous  de  l'axe  des  /;  ncIou 
la  manière  dont  varie  la  fon(;tion  caracléristicpie.  \\\  distance  des 
j»Oinl>  eonséculifs  où  la  couihe  eou|)e  l'axe  de>  /.  >eia  de  plu^  en  plu- 
petite  tout  en  restant  supérieure  à  une  certaine  \aleur  non  nulli-,  ou 
bien  de  plus   en   plus  grande,  mais  ne   surpassant    [)as   une   certaine 
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limilf  liiiii".  La  Ircqiniuf  »r(i>(illiil  i()ii>  (lipciidra  tir  la  inaiidcur  il<.'  la 
toiitl  idii  (•ara('l('iisli(jii(;;  les  aiii|)lilii(lcs  (roicillalioiis  (liiiiiiuiciil 
t'oaslamiiM'iU  à  paiiiririiu  ceilaiii  poiiil  /.  La  courjjc  (1rs  inlriisilcs 
(lu  courant  de  di^'chai|;f  pirsi^nlc  les  varialions  de  iiK-nic  (;s|»r(;c. 

Les  équalions  aux([uelles  M.  l'clins  ilcli  lanuiic  !'■  plniioiiH-nc 
pernietlcnl,  grâce  aux  llK-orè-mes  c(jnnus  de  Slni m  >iir  les  ticjualions 
linéaires  du  second  oi-dre  à  coeflicienls  d(!'pendanl  d'un  |)aranuHre 
variahle,  de  comparer  entre  elles  diverses  exjx^rienees  dans  les- 
([uelle>  liin  des  facteur>  (  !,  ii,  L  csl  iiivariaMc  |iiii(la!il  re\|)fi-ience, 
mais  varie  d'une  expérience  à  une  autie,  les  deux  autres  lacteui'S 
ayant  les  UK^mes  lois  de  variation  dans  les  expériences  à  comp;irei- 
Elles  permeltenl  de  se  rendre  un  comple  exact  de  rinllucnce  (pic-  le 
changement  dun  quelconque  de  ces  trois  facteurs  exerce  sur  le 
ryllune  des  oscillations,  leur  fréquence^  et  sur  la  courbe  représen- 
lative  du  phénomène. 

Les  résultats  (d)tenus  s'étendent  au  cas  de  la  dérhdvge  eiilretenuc 
lorscpie,  dans  le  circuit  où  s'elFectue  la  décharge,  se  trouve  intercalée 
une  force  électromotrice  constante  ou  variable  au  cours  du  temps  et 
(uic  le  svsléme  est  soumis  à  laclion  dun  cliainp  ina^nttKpie  constant 
ou  \ariable. 

Dynamique  chimique. 

(  MÙMioiies  et  Notes  ii"  17,  31.) 

GO.  Le  problème  de  déterminer  à  chaque  instant  /  la  vitesse  dune 
réaction  chimique  homogène,  et  les  quantités  de  produits  de  la  réaction 
formées  depuis  le  commencement  de  celle-ci  jusqu'à  l'instant  t,  se 
résout  à  l'aide  de  deux  principes  dont  le  premier  fournit  les  gran- 
deurs des  forces  transformatrices  agissantes  et  l'autre  l'expression  des 
liaisons  : 

i"  L'accroissement  de  la  concentration  du  mélange,  au  sein  du 
liquide  dans  lequel  se  passe  la  réaction,  en  un  quelconque  des  pro- 
duits de  la  réaction,  est  à  chaque  intervalle  de  temps  dl  jiroportion- 


(')  I.a  Note  àr  M.  l'elroviliii  ost  reproduite  dnns  le  Jaunidl  (//'  /'/ir^i'/ne.  iSc,-. 
p.  477-479.  —  loir  aussi  la  Note  de  M.  Dongier  dans  le  Journal  de  l'hysique  de 
juin  1898. 
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iirllf  ;iii  |u'(>(liiit  lies  ('<  iiuHMil  i°;il  miis  du  niihiii^i'  |i;ii'  ni|i|)(ii'l  iiiix  mips 
acllts  inItMVciiiiiil  (l;m>  la  n-aclKm.  cl  au  li'm|)>«  dt  liii-nu-'HK' : 

2"  11  V  a,  au  cours  «le  la  rcaclKui,  la  pi'opni'lioniialitc  cnire  les 
quanlités  «les  corps  aclils  (l«''pens«!'s  juscju'à  rinslaiil  /.  cl  l«'s  cpiaulités 
«lc>  produits  de  la  réaction  lormc>  ju^ipi  à  cet  mêlant. 

M.  Pclidvitcli  dc\clo|>j)c  les  «•ons«''<pienccs  loi;i(pic>  de  «'cs  «lcu\ 
principes  «'ii  i«uinanl  cl  en  «Mudiant  lo  ctpiations  diirei<iilii  ll<'s  aux- 
quelles ils  «onduisenl. 

Dans  le  cas  «ui  les  C(Tndition-<  plivsupies,  (lan><  lc^(picllcs  >c  passe  la 
léaction.  restent  in\aiial)les  au  cours  de  ccllc-ci.  cl  la  ii-aclion  11  étant 
|)as  conipliqn«''e  |)ar  des  léactions  secondaires  qui  se  passent  au  sein 
«lu  nnhne  niélan';e,  le  pi-obl«Jine  se  ranu-nc  à  une  «'•quai ion  dilFéren- 
tielle  du  premier  ordre  dans  laquelle  le  tenq)s  n'iiilci\  icnl  pas  expli- 
cilenient  <'l  «jii On  int«"'i:i'e  |)ar  une  «piatlialuic. 

Lorsque  les  con«iitions  pli  vsupies  clianii«'nl  au  ««luis  «le  la  n-aclion. 
les  coefficients  «le  I  «''«piation  dc\iennen(  l«mctions  «lu  temps  et  linté- 
L;iation  est  miiin>  >ini|ilc.  De  tiuilcs  les  inl]uen«"c>  |ili\>i«pics  provo- 
«piant  les  variations  des  eoellicients  «le  r«''(juation.  la  plus  sensible  et 
lu  plus  difficile  dV'\iter  est  celle  qui  ])rovient  des  changements  de  la 
lemp«}rature.  Jetant  donnée  une  réaction  exothermique  ou  endother- 
mique  se  passant  entre  les  coips  liquides  V,,  donnant  naissance  aux 
produits  B/.  sans  réactions  secondaiies  et  sans  chani:ements  «létal. 
M.  iV-tidvitch  : 

i"  lndi(pic  une  loi  aj»proché«'  de  variation  tic  la  |cinp«;'ralurc  V  du 
mélange  avec  les  quantités  xi  dépens«'es  «les  cor|)s  actifs  A,; 

2**  Calcule  le  temj)s  nécessaire  pour  «pic  le  mélange  ac«piièr«'  une 
température  donnée  ; 

3"  Calcule  le  temps  nécessaire  pour  «pi Une  «piaiililc  donnée  des 
corps  actifs  soit  «lépensée  au  «diir>  de  la  rca<lioii.  ou  iticii  «pi  un*' 
quantit»'-  ilonnéc  de  |i!«»duit>  de  la  réa«lioi)  >oil  forM!c«-. 

La  1«M  1"  est  particuliérenu'ut  simj)le  :  en  utilisant  une  f«)n«'lion  de 
la  tempéralui-c  ratla«hée  à  la  r«''aclion  cl  «Mudiée  j)ar  Beithclot  «lans  sa 
Miuituiquc  rliiiiiitinr.  ^L  I'ctro\il«  li  ai  ri\('  à  la  hn  hyperbolique 

{-'\)  i  !'  —  M"  M  M  —  \>/  I  =  coii'ir.. 

«)Ù  M  «M  !N   >oiil  i\f^  «oiisliiiilcs  dclcriiiiiiccs  par    je-   qu;iiilitc>;    initiales 
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cL  les  ('iiiilciirs  s|)C(ili(|iic>  dt"'  li(|iii(l<  ^  V,  cl  (lr>  prndinl -.  I),.  jiiii^i  (iik' 
parla  (|iiantit(''  inilialc  ri  la  (-lialciii'  >|)<'Mili(|ii)-  dt;  li(|iii(lr  iiciitir  par 
lecjiK.'l  le  inélanj;e  m-  Iidiivc  dilue:  I*  esl  une  crdi^ljnile  (iirou  (Jéler- 
niiiie  expérimcnlaleniriil  p.ir  la  iiielluxle  di"  lîerllirloi.  La  valeurcons- 
lante  de  I  rx|)i("ssion  (7'î)  est  posiuve  ou  négative,  Mii\aul  «pir  la 
féacllon  es!  exulln  rniupie  ou  endoljiermifpie. 

Dans  le  cas  où  une  (Hi  plusieurs  r<''actions  secoiuiaires  se  p;issenl  au 
sein  d  un  nirnie  niélaiiL;i'.  depeiisiuil  un  nu-uie  e(ups  aclil.  le  jnoldeine 
se  ramène  à  un  svslème  d  équalions  siiiiiillaïu'-es  à  coellicienls  cons- 
laiils  ou  \arial)les  avec  le  leinps.  suivant  (pie  les  eondllions  pliysiques 
resteni  in\aiial)les  ou  <  lKini;enl  an  cours  rie  la  réaction.  iM.  Petrovitcli 
indique  le  nioven  di'  toinier  ce  svslème  dfqualions  pour  divers  cas 
inléressanis  qui  peux  en  I  se  |)i-é> cnler. 

Calcul  des  erreurs  dans  les  analyses  chimiques  quantitatives. 

(  Mrriioirc  ri    T.O. , 

r»l.  M.  l'eli'ON  ileli  a  r'tiidiè  de  près  le  problème  de  drleiniinalion 
rie  1  iniluence  rie  rinexacliludr^  dr'  ilmiiK-i^s  -,ur  le  résuilul  final  d  une 
analyse  <  liiinupir-  (pianlilaliM'. 

Dans  la  jdupait  rlr-s  analyses,  les  fjuanlilés  à  déterminer  se  cal- 
culent à  1  airle  daulres  quanlllr''-.  qu'on  rlr-termine  j)ar  les  mesures 
directes  gravimélriqucs  ou  vr)lunn''lrifpies.  Les  |)oids  des  erreurs 
directes  ainsi  commises  dèpendenl  de  la  nature  drs  npeiaiioii-.  <  lii- 
niiques  par  lesquelles  s*enV,'(;lue  I  anah  e.  ^L  Pelrr»vitcli  a  rlevr/loppe 
une  théorie  cr>mplète  des  mr-lliodcs  d  analyse  quantitative  actuelle- 
ment en  usaiic,  au  point  rie  \ue  dr*  ponl-.  des  erreurs  rlireclcs  com 
mises  et  rie  I  iniluence  de  celles-ci  iir  le  rr'-sultal  rie  lanalysc.  Il 
résout,  j)r»ur  toutes  les  méthodes  rlanalyse.  le  jiroblème  pratiquement 
imj)ortant  :  r-n  rr)nnaissanl,  dans  une  analyse,  des  limites  supr'-rieures 
ries  erreurs  r-oinmises  sur  les  quantitr!-s  dii'cctement  mesurées,  déter- 
miner des  limites  siipr'-iieurr-s  des  erreurs  qu'elles  entraînent  sur  les 
rpiantilr-s  à  dr'-lr  rminer  par  le  calcul. 

L'inlerprr'-tr.tirm  convenable  dr-s  pnipnei.s  rriiiie  rla>>r-  rie  déter- 
minants qui  se  rciu-r»ntre  dan-  cettr-  lln-orir'.  cr)nrjuit  à  un  rr'sultat 
assez  curieux  et  qui  a  sr»n  intérêt  pratique  ': 

Supposons  qu'au  lieu  de  séparer  et  de  peser  indixidueliement  les 
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n  corps  A,,  Ao,  . . .,  A„  (par  exemple  n  inétaux  clillt  rculs  )  dans  un 
nu-lani;e  à  analyser,  on  eireclue  \\\çv  le  nu-lanj^je  une  -mie  d'opéra- 
llons  Oi,  C)o,  ....  O//,  les  nit'nirs  poui-  imis  les  cor|)^  V, cl  en  noinhic 
éj;al  à  celui  de  ces  coij)>;  (pi  On  pèse  eoilccliviMiicul .  après  (diaque 
o|>cralion  Oa.  les  produits  de  celle-ci.  Les  données  ainsi  ohlenues 
tournissent  un  svslènu'  d  ('(pialions  lin«''aii'es.  en  nond^re  éi;al  à  celui 
des  corps  A,-,  qui  servent  à  calculer  les  (piantilè-s  de  ces  corps  conte- 
nues dans  le  mélanj;c  primitif  (analyses  indirecles). 

Or,  les  praticiens  se  sont  aperçus  que  la  méthode  de\ient,  dans 
certains  cas,  illusoire,  le  système  d'équations  ainsi  obtenues  étant 
indéterminé.  M.  l*etrovitcli  elal)lit.  à  cet  »'i;ar<l.  le  roullal  i;(''néral 
suivant  : 

Appelons  hotnogcne  une  o|)éi'alion  Oa  translormani  le>  eoips  A, 
collectivement  en  composés  d'une  même  espèce  (  pai-  exemple  <ii  sul- 
fates, chlorures,  carbonates)  ou  en  éléments  mêmes,  et  hélérogène 
si  elle  transforme  les  A/  en  composés  de  diirérentes  espèces  fies  uns, 
par  exemple,  en  chlorures,  les  autres  en  carbonates,  etc.V 

Pour  (juc  L'analyse  soit  réalisable,  il  Jaul  <'l  il  sif//i(  tjite  le 
nombre  d'opérations  Ok  homogènes  ne  surpasse  pas  :>,  c  esl-à-<lire 
que  le  nombre  d'opérations  hétéro i;è nés  ne  soit  jias  inférieur 
an  —  2. 

Propriété  des  composés  chimiques  isomères. 
(Ouvrages  n'"  50.  T'i,  \'l'i.) 

G2.  Soil  D,,  Do,  D;j,  ...  une  suite  de;  C(jmposés  cliiiiiKpifS  iso- 
mères, contenant  à  la  fois  plusieurs  éléments  E/,  les  mêmes  pour 
tous  ces  composés,  et  plusieurs  grouj)es  G<  également  l<;s  mêmes 
pour  tous  ces  composés,  (;eux-ci  ne  dilléranl  les  uns  des  autres  que 
parle  mode  de  rcparlitioii  des  K/ dans  (î,.  .SdhiiI  y.  iiii  ((leltiiirni  dt-li- 
nissanl  une  propriété  plivsique,  chimicpie,  etc.,  <;l  a/  la  xaicur  de  ce 
cocflicient  rattachée  au  composé  D<. 

Les  données  expérimentales  dénotent  l'existence  de  suiies 

(K)  K,,     E3.     E,.     ... 

et  de  suites 

(G)  G,,     G,.     G,.     ... 
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jouissanl  de  la  pioprirtr  siii\;mt<'  :  ()ii  priit  railler  les  E,- d'une  part, 
cl  li'v;  (  i;  (riiiilrc  pari,  par  ordn;  de  •;ruii(leiir>  correspondantes 
(11111  nu'iiic  t(iclii(i('iit  7.  rattaelié  aux  conijx^srs  considrn's  D/,  de 
soilc  (pi<'.  pour-  une  telle  suite  (I']),  aiiiM  (jiie  pour  une  telle  suite  (G), 
le  ((lellieieiit  a  croisse  avec  le  rani;  du  lenne  de  la  suite,  et  que,  rie 
plus.  Tordre  de  lernies  dans  eliaeiiiK;  des  suites  (Ej  et  (G)  n^ste  le 
même  quelle  (fuc  sait  la  luilai  <•  cliiini(juc  des  composés  D,-. 

Ain>i,  par  exemple,  la  >uite  (E)  formée  d'halogènes  :  lluor, 
elilore,  l)n>me.  iode,  et  la  suite  (G)  formée  de  «groupes  fonctionnels 
Cil,  CH-,  CFI' jouissent  d'une  telle  propriété  par  rapport  à  la  teni- 
|)éialure  déhullitiou  a  des  composés  eliimitpies,  et  cela  quel  que  soit 
riial(»i;èiie  et  1  esj)èee  du  (romposi-. 

.M.  Petrovitch,  en  faisant  cette  remar([ue.  eu  lire  des  conclusions 
Mir  les  i^raudeurs  relatives  d'un  tel  coefiieienl  rattaché  à  une  série 
donnée  de  composés  chimiques  isomères.  Chaque  fois,  par  exemple, 
qu'on  neHectue,  en  passant  d'un  composé  D/  à  un  autre  Dy  de  la 
série  considérée,  aucun  passage  de  droite  vers  la  gauche  ni  dans  la 
suite  (E)  ni  dans  la  suite  (G),  le  coefficient  a  se  trouvera  augmenté; 
chaque  fois  qu'on  n'effectue  aucun  passage  de  gauche  \ers  la  droite 
dans  ses  suites,  a  se  trouve  diiniiuiê.  Cette  augmentation  ou  cette 
dimiiuitioii  serait  moins  forte  si  1  on  su|)|)riiiiait  un  ou  plusieurs  de 
ces  passages. 

.M.  Petrovitch  fait  une  application  de  ce  schéma  inluitit  à  àa  séries 
de  composés  polyhalogènes  isomères  D,,  Do,  D.-,,  ...  en  faisant  jouer  le 
rôle  des  E,  à  FI,  Cl,  Br,  I  et  celui  des  G,  à  CEI,  CH-,  CH*.  De  trois 
composés  isomères,  contenant  chacun  i*'  de  chlore  et  i"'  de  brome, 
celui  qui  contient  les  groupes  ClICl  et  ClI-lir  entrera  en  ébullition 
à  une  température,  moins  élerée  que  celui  (pii  contient  les  groupes 
Cil-  et  (^dlClBr.  De  même,  le  composé  contenant  les  groupes  CHCl 
cl  (vII-Br  bouillira  à  une  température  plits  élevée  que  celui  qui  con- 
tient les  groupes  CHBr  et  CH-Cl. 

Les  données  expérimentales  confirment,  d'ailleurs,  pleinement  ces 
prévisions.  Il  y  aurait  intérêt  à  les  étendre  à  d'autres  coefficients  a 
(chaleur  spécifique,  chaleur  latente  de  vaporisation,  coefficient  de 
dilatation,  indice  de  réfraction,  résistance  électrique,  etc.)  et  à 
d'autres  composés  Isomères.  On  conçoit  les  services  que  pourraient 
rendre  de  jiareilles  considérations  à  la  détermination  des  formules 
de  constilulion  des  cttmposés  isomères. 
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Sciences  appliquées. 


63.  Mesure  des  dishtiircs.  —  l'Inviciir^  ^\s|(incs  din-^l  nimriils 
|)imr  mesiirer  los  dislanccs  sont  l)asi-.s  sui-  1<'  juincipc  du  .scxlanl,  la 
distance  réelle  de  r<»hjel  \  isé  au  j)osle  d'observalloii  élaiiL  délermliK-e 
<M  liuiclion  de  la  \al(  iii'  (!<•  Taiii^le  \isuel.  de  l'angle  paraJacliiiue 
correspondant  et  de  la  dislanee  entre  les  deux  |u)ints  d'cdoers  al  ion. 
Avec  les  instruuienls  connus  de  ce  ^enie.  la  distanee  elien  liée  ne 
peut  être  déterminée  que  par  le  (  ah  ul,  pai-  ee  moyen  cpie  lOUjel  est 
visé  de  deux  postes  d'observations,  en  avant  reeoms  au  besoin  à  \\n 
<leuxième  objet  auxiliaire  choisi  au  hasard,  les  ani;les  étant  mesurés 
<'nsuite  et  la  distance  cherchée  étant  détermint-e  trigonométriquemenl 
d'après  ces  angles  et  la  dislance  mutuelle  des  deux  points  d'obser- 
vation. 

L  instrument  Petrovitch-ï<'rzitch  (ipio")  perfectionne  ces  instru- 
ments de  telle  manière  qu'il  expiimc  la  dislance  cherchée  directe- 
ment jiar  un  mulliple  de  la  distance  de  dvvw  postes  d'ol)ser\  ation.  l.i- 
prnicipe  consiste  à  établir  entre  les  angles  et  les  longueurs,  qui 
doivent  être  considérés,  un  ra|)|)ort  déterminé  qui  constitue  alors  la 
constante  de  linstrument.  Dans  rinstrument  Petrovitch-Terzitch, 
cette  constante  est  un  nond)re  arrondi  du  Mstème  décimal,  de  préfé- 
rence loo  ou  un  multiple  de  loo.  de  sorte  que  la  détermination  des 
distances  n'exige  aucun  calcul.  (Brevet  français  n°  il3730  de  1910.) 

6i.  Engrenages  en  vrille.  —  Les  ap|dicatIons  nombreuses 
donnent  de  l'intérêt  au  problème  de  Mécanicpie  suivant  : 

«  Deux  roues  dentées  A  et  A'  de  diamètres  diUV'renls.  mais  de 
même  pas.  étant  placées  sur  un  Mn'me  axe  et  tournant  a\ee  une  im-me 
Mtesse  angulaire  dans  im  uiê-me  sens,  taire  passer  diiiu!  manière 
continue  un  pignon  H  i  ou  couronne  dentée  i  indill'ei  cmmcnl  de  Tune 
<les  roues  A  et  A'  à  l'autre  sans  (pi'elle  cessr  d'égrener  soit  avec 
*;elle-ci,  soit  avec  les  roues  dentées  inlerm.wbaires  à  l'jiidc  desquelles 
selleclue  ce  passage,  et  sans  chanuer  le  sens  de  iniatiiui  d'aucune 
des  roues  du  système.    » 

M.  relrovitch  eu  d<tnne  une  sidulion  par  ses  eni'/r/i(fi,n's  en 
mile,  consliinaiil    un    engrenage;   inlerm<'diaire    particulier   toujours 
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fil  |)ri>»"  ;i\rr  le  |)i^iiiiii  15  au  coins  du  j)a.s>aj;C'  (\(i  A  à  V  nu  iiiv<;r>e- 
nicnl.  Lf  liaiii  «renj^renaj^es  fornii';  de  j)lusi('ur.s  rours  denb-es  A, 
A  ,  A  ,  ...  et  d Cngrena^f's  iiil<'i-mé<liair<;s  de  M.  iV-Iroviudi,  n-alisc 
une  transnii>>l<)n  à  aclioniicmi-iil  j)()sllil,  le  rapport  do  vitesses  dans 
la  IraiiMuission  pouvant  rire  cliaii^é  (^cL  ayaiil  aiilanl  de  valeurs  dinr-- 
i-rnles  (ju'il  y  a  des  roues  A.  A  ,  A',  .  .  .  )  sans  drhrayer  le  moteur  et 
sans  chanfier  le  sens  de  rotation  du  bloc,  quel  que  soit  le  sens  de 
(•liani;eineiil  de  \ile>ve.  Ce  eliangerneiil  n"e>t  pa>  progressif  dans 
l'aceeption  liabituelle  du  mol,  les  seules  vitesses  ulilisal)le>,  que  le 
mécanisme  iournil.  «''taul  celles  détermiiK'es  par  les  roues  A,  A, 
A" Mais  au  cours  du  passage  diinc  de  Acyix  \itesse>  consécu- 
tives à  l'autre,  toutes  les  vitesses  intermédiaires  sont  réalisées, 
quoique  dans  nn  intervalle  de  temps  très  court.  Le  couple  moteur, 
qui  n'est  |>as  débiayé  pendant  ce  passage,  ne  passe  pas  par  la  valeur 
zc'-ro  dans  cet  inleivalle  de  temps,  ce  qui  écarte  les  inconvénients  des 
dispositifs  de  cliangemenL  de  vitesse  ordinaires  provenant  d'une; 
pareille  discontinuité.  (  Brevet  français  n"  'i<KÎ(l82  de  i()i.).) 

()5.  Ai^^aille  aiinantre  dans  un  champ  niagnêlique  n\ohib'.  — 
M.  l'etrovitcli  a  établi  une  théorie  élémentaire  de  l'action  d'iinclianq) 
magnétique  mobile  agissant  sur  l'aiguille  aimantée.  11  eu  tire  une 
régie  simple  et  prali(pie  pour  déieniiiner  le  sens  et  la  grandeur  des 
déviations  de  l'aiguille  en  fonction  du  moment  magnétique  de  la 
masse  de  fer.  de  la  distance  de  l'aiguille  à  celte  masse  et  de  la  latitude 
géographique  de  la  masse.  Il  \  ajoute  des  ob>ervali<»ns  rurieus(;s  sur 
la  possibilité  de  la  correstion  automatique  de  la  direction,  à  la  sur- 
face de  la  mer.  d'un  navire  muni  d'un  gouvernail  automatique  conve- 
nable, à  l'approche  d'une  masse  de  fer  qu'il  s'agit  d'atteindre  ou 
dé\iter.  (  Mémoire  n"  120.) 

6G.  Siihnh'rsH)ilil('  du  navire.  —  Il  esl  toujours  possible  d'as- 
surer au  navire  une  submersibilité  relative  et  le  rendre  insubmer- 
sible j)ar  une  disposition  spt'ciale  du  chargement  et  par  un  >(  bour- 
rage »  approjirié.  Dans  le  cas  où  Ton  ne  dispose  pas  de  ces  moyens, 
ou  |H)iiiiail  remplir  les  espaces  vides  par  des  caisses  vides  étanches 
jouant  le  rôle  de  bourrages;  mais  ceci  présenterait  l'inconvénient 
d'encombrer,  de  gêner,  d'empiéter  sur  la  place  utilisable  du  navire. 
On  pourrait  employer  comme  bourrages  les  récipients  extensibles 
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(poches  à  j;az")  falls  en  toile  iin|)iTi)Uiil>li'  à  1  i;ni  cl  :iii  ^az,  cl  de 
grande  icsislancc.  n  (icciipanl  à  Iclal  dcgonllé  (jii  un  ('.>>|i;i(  c  rcsln-iiil 
cl  (|iii,  i;()nllcs  à  rin>lant  niciuc  ilii  danger,  assnrcraicnl  la  IlollaMlili- 
du  navire. 

Or.  si  ce  i^dnllemcnl  à  Tinslanl  du  dani,M'r  élail  collectifs  un 
eudonimagement  du  réservoir  central  produisant  le  gaz  à  pression, 
ou  bien  une  rupture  dans  le  système  de  conduite  ou  dans  le  système 
lie  commande,  pourrait  avoir  pour  eftet  le  refus  de  l'installation  de 
lonctionner  à  l'inslant  critique.  Pour  parer  à  ce  danger,  il  v  aurait 
lieu  de  faire  le  gonilement  indi^'iducl  ou  bien  par  s^roupcs  ddp/xi- 
rci/s,  de  sorte  (pie  Teirel  jirt'judiciable  de  l'endommagement  de 
1  installation  soit  localisé.  Chaque  récipient  extensible  serait  jiourvii 
d'une  bouteille  à  air  ou  à  gaz  comprimé  individuelle,  avec  un  robinet 
et  un  appareil  déclenchant  également  individuel,  qui,  actionné 
électriquement  ou  pneumatiquement  à  l'instant  du  danger,  ouvrirait 
le  robinet  et  laisserait  passer  le  gaz  de  la  bouteille  dans  le  récipient 
à  gonfler  auquel  il  est  rattaché. 

Mais,  même  ceci  fait,  il  n  en  subsiste  pas  moins  un  dangei'  :  une 
ni|>ture  dans  le  svstème  de  commande  (èlectri(pie  ou  |meumatiqiie) 
pourrait  immobiliser  un  ou  plusieurs  appareils  dont  le  fonctionne- 
ment pourrait  être  utile  ou  même  indispensable  à  l'instant  du  danger. 

Il  y  aurait  donc  lieu,  la  répartition  des  appareils  à  bord  du  navire 
faite,  de  relier  par  une  installation  de  commande  à  distance  un  cer- 
tain nombre  d'appareils,  constituant  ainsi  un  groupe  (secteur) 
d  appareils  à  commander,  de  sorte  que  leur  déclenchement  puisse  se 
produire  collectivement  et  instantanément  de  la  (htuble  manière  sui- 
vante :  i"  automatiquement,  lorsqu'un  endommagement  de  l'ins- 
lallation  de  commande,  touchant  le  secteur,  vient  se  produire  ; 
2"  volontairement,  lorsque  les  appareils  d'un  secteur,  dont  le  fonc- 
tionnement à  l'instant  du  danger  sera  jug(''  utile,  n'est  pas  déclenc  hé 
automatiquement  à  cet  instant. 

Cette  idée  est  réalisée  dans  le  dispositif  de  M.  l*etrovit(  li.  \.i\  cons- 
truction des  appiiieil>  est  sim[)l(^  facile  et  peu  coùiense;  leur  instalhi- 
tion  à  bord  de  nimpttrte  (picl  navire  s'eflTectue'  dune  manière  simple 
et  raj)ide.  (Brevet  français  n"  9B371  de  1918.) 


TâKLE   I)I:S   3IATIKKES. 


Pairs. 
PnÉFACE \ 

Liste  de  travaux  de  M.  M.  Petrovitcii  publics  de  iSq'i  à  192 1 I-H 


RÉSUMÉ  ANALYTIQUE. 
Première  Partie.  —  Algèbre. 

I .    Equations  aljrébriques q 

II.    Inégalités    algébriques i(3 

III .   Méthode  spectrale  en  Algèbre  et  en  Arithmétique .^a 

Deuxième    Partie.    —   Intégrales  définies. 

I.    Evaluation  des  intégrales  contenant  des  fonctions  arbitraires....  ><) 

II.    Procédé  spectral  d'évaluation  des  intégrales  définies >(") 

1 1 1 .    Théorèmes  de  la  moyenne JS 

Troisième   Partie.  —  Théorie  des  fondions. 

I.    Fonctions  définies  par  les  séries  de  puissances \\ 

II.    Vn  mode  de  décomposition  des  fonctions  analytiques  en  éléments 

simples Jl 

III.    Transcendantes  spéciales  intervenant  dans  des  jirobièmes  généraux.  >") 
IV.    Fonctions  entières  généralisant  les  fonctions  exponentielles  et  tri- 

gonométriques (j  [ 

V.    Séries  de  puissances  à  coellicienls  nombres  entiers (\H 

VI.    Représentation  d'une  fonction  analytique  par  un  nombre  décimal.  70 

(JiATRiÈME   Partie.  —  Equations  différentielles. 

I.    Théorie  analytique  des  équations  différentielles -8 

II.    Étude  directe  des  intégrales  réelles 02 

III.    Piéduction  des  équations  différentielles io3 

IV.    Une  classe  d'invariants  des  courbes  intégrales 10 5 

V.    Intégration  mécanique lo" 


_  155    - 


CiNQrik.MK   Pautii;.  —   Phèiioinénoloyiie   'générale. 


I nïP». 


I.    Analog^ios  comme  basi's  d'une  Phénomciiologio  géiiéralr i  i  i 

1 1 .    l'.xcinpic  (l'ini  noyau  d'analogio  universel i  i  "• 

III.    Applications  aux  phénomènes  naturels r»  > 

Sixième   Paktii:.  —  liecheiches  dii'cvsen. 

1 .    Niinilno  |>remiers i  >  > 

II .    (Aïonlonnées  semi-curvilignes il» 

III.  Propriétés  des  équations  de  la  Dynami(iue il" 

IV.  Action  le  long  de  diverses  trajectoires i  i8 

V.    Principe  de  minimum  dans  les  phénomèm-s  électrodynaiiiicpics  el 

électromagnétiques i  i<> 

VI .    Décharge  des  condensateurs i  Jo 

^'II .    Dynainitjue  chimique I^J 

VIII.    Calcul  des  erreurs  dans  les  analyses  chimiques  quantitatives i45 

IX  .    Propriétés  des  composés  chimiques  isomères i  1<> 

X  .    Sciences  appliquée^; i  jS 


G7l);!I     Paris.  —  Iiii(.i.  Gaitiiikii-Vili..\iis  et  C",  quai  des  Grands-Augustins,  55. 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 


UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


QA 

3 

N6 


P&ASci. 


Notice  sur  les  travaux 
i^^       M-  ^^^^-^^^^iq^es  de  M. 
Michel  Petrovitch 


ù 


• 


